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V l^a ÇiouiiUE P89CRIPTIYE a des usages si variés ei si étendus 

qa*on ne saurait trop en recommander Tétude. Si Ton voMlfût se 
borner slutl généralités, on pourrait les renfermer dans un petit 
nombre dç pfig#s; m^is alors elles ne paraîtraient que comme 
ime ^uite 4$ propositions plausibles, et elles laisseraient si loin 
des applications, qu'il faudrait une rare sagacité pour en tirer des 
conséquences utiles dans la pratique. Il est donc tout à fait né- 
c^^aire de présenter les solutions d*un certain nombre de ques- 
tions choisies, dans lesquelles la fécondité des principes généraux 
rff port d'une manière frappante. 

J'ajouterai que, pour arriver plus sûrement à une connais- 
sance approfondie des ressources de cette branche importante 
de la Géométrie, )e lecteur devra exécuter soigneusement, avec 
de l>ons instruments et sur une échelle assez grande, les con- 
struGtioDS de la plupart des problèmes. Sans parler des progrès 
que l'œil et la main feront dans l'art du dessin, Je ferai observer 
âue, par cet exercice, l'attention se trouvant plus longtemps 
arrêtée sur l'application des principes, leur utilité devient plus 
évidente, l'esprit les conçoit plus nettement, et la mémoire les 
retient sans effort. 

Ce Traité est divisé en quatre parties. 

La première contient les notions préliminaires et les problèmes 
dépendant de la ligne droite et du plan. Elle forme à elle seule 
un ensemble qui peut suffire dans un grand nombre d'applica- 
tions importantes. 

La deuxième partie a pour objet les surfaces courbes et les 
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plans tangents, ie n'en ai point exclu les surfaces gauches ; mais 
comme les questions relatives à ces surfaces ne laissent pas que 
d'être assez épineuses, rien n'empêche que dans une première 
lecture on ne les laisse de côté, sauf à y revenir plus tard, si on 
le juge convenable. 

La troisième partie comprend les lignes courbes et les tan- 
gentes. J'y expose, pour les intersections de surfaces, les exem- 
ples qu'on traite ordinairement, et qui offrent tous des simpli- 
fications remarquables; mais afin de mieux rappeler que ces 
simplifications sont propres aux cas pour lesquels elles sont 
employées, j'ai cru devoir en présenter un où les constructions 
deviennent plus compliquées, et j'ai choisi celui de deux surfaces 
de révolution dont les axes sont dans des plans différents. 

Enfin, une quatrième et dernière partie succède aux précé» 
dentés sous le titre d'Exercices. Elle se compose de problèmes 
dont la solution est implicitement renfermée dans les premières 
parties, et on peut à volonté l'étendre ou la resserrer, ou même 
la négliger tout k fait. 

Je renvoie fréquemment aux propriétés des plans telles qu'elles 
sont établies dans la Géométrie élémentaire ; mais, pour épargner 
au lecteur la peine de les chercher ailleurs, je les ai placées dans 
une introduction. 



N. B, Ce volume ne renferme que deux planches : Tone pour rintrodoe- 
tion, et Tautre pour Texplication des principes de la Géométrie descriptive. 
On a réuni dans un volume séparé celles qui contiennent les figures ou épures 
relatives aux problèmes des quatre parties qui composent ee Traité. Dans ces 
planches, le titre fait connaître à quelle partie la planche appartient; et 
d'ailleurs les chiffres joints k chaque figure indiquent clairement le problème 
auquel la figure se rapporte. Ainsi, dans la planche II de la Première partie, 
la figure X répond au Problèhe X; et la figure XIII-S est la troisième du 
Problème XII!. 
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INTRODUCTION- 
THÉORIE DD PLAN ET DE LA LIGNE DROITE 

GONSIDÉBÉS DANS l'ESPAGE. 



Définitions. 



1. On appelle plan une surface sur laquelle une ligne droite 
s*applique exactement dès qu'elle y a deux points. 

Quand une droite n'a qu'un point commun avec le plan, on 
accorde comme évident qu'elle est située en partie d'un côté de 
ce plan et en partie de l'autre côté. 

Pour représenter les plans dans les figures, on est obligé de 
leur donner des limites, mais il faut toujours les considérer 
comme indéfinis. 

S. Une droite est dite perpendiculaire à un plan quand elle est 
perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied 
dans ce plan. 

Quand une droite est perpendiculaire à un plan, on dit, réci- 
proquement, que le plan est perpendiculaire à la droite. 

On appelle obliquesles droites qui rencontrent un plan, et qui 
ne lui sont point perpendiculaires. 

3. Lorsqu'une droite et un plan ne peuvent pas se rencontrer, 
quelque prolongés qu'on les suppose, on dit que la droite est 
parallèle auplan^ ou que le plan est parallèle à la droite. 

4. Pareillement, deux plans sont dits parallèles quand ils ne 
se rencontrent pas, à quelque distance qu'on les prolonge. 

5. Un plan est perpendiculaire à un plan lorsqu'il contient 
toutes les perpendiculaires k ce plan, élevées aux différents 
points de l'intersection commune. 

On fera voir (35) que, réciproquement, le second plan est per- 
pendiculaire au premier. 

6. On nomme angle de deux plans ^ ou simplement angle dièdre^ 
l'espace compris entre deux plans qui se coupent, et qui se ter- 
minent à leur intersection. 

1 



2 INTRODUCTION. 

Â la vérité, Tespace indéfiDÎ se trouve alors divisé en deux 
parties que cette définition désighe égâiemeni, mais c'est toujours 
à la plus petite qu'on donne le nom d*angle dièdre. 

Supposons qu'il soit question de l'angle dièdre compris entre 
les plans ÂBM, ÂBN (iig. 1). L'intersection ÂB est Y arête de l'angle 
dièdre, et les plans ÂBM, ABN en sont les f<wes» On désigne cet 
angle dièdre par MABN, en ayant soin de placer au milieu les 
deux lettres qui sont sur l'arête. 

7. On appelle angle solide^ ou angle polyèdre^ l'espace compris 
entre plusieurs plans qui se réunissent en un même point. 

Ainsi (fig. 2), les plans ASB, ASC, BSG forment l'angle solide S. 
Les angles plans ASB, ASC, BSC sont le^ faces de cet angle solide : 
les intersections SA, SB, SG en sont les arêtes; le point S en est 
le sommet. 

L'angle solide est ^né(2r6| tétraèdre, peniaèdre y selon qu'il 

a trois faces, ou quatre, ou cinq» etc. 

Propositions qui dérivent inunédiatement de la notion du plan. 

8. Théorème L Une droite ne peut être en partie dans un plan 
et en partie du dehors. 

Car, d'après la définition (4), dès qu'une droite a deux points 
dans un plan, elle y est tout entière. 

d. Théorème II (fig. 3). Trois points A, B, G, non en ligne droite, 
déterminent un plan. 

Prenez un plan à volonté, tracez-y une droite, puis changez la 
position de ce plan de telle sorte que cette droite vienne passer 
par les points A et B. 11 est évident qu'on peut encore faire 
tourner le plan autour de la droite AB, de manière qu'il vienne 
passer au point G, mais que si on conflnue de le faire tourner 
ii quittera le point G. bonc on peut faire passel* ilti plan par les 
trois points A, B, G, et on n'en peut faire passer qu'un. 

Corollaire I (fig. 4). Deux droites qui se coupent sont dans un 
plan et elles en déterminent la position. Soit E le point de ren- 
contre des deux droites, et soient A et D, deux points pris res- 
pectivement sur chacune d'elles. Pour qu'un plan contienne les 
deux droites, il doit passer aux points A, E, D : or, oh vient de voir 
qu'ily a un plan qui remplit cette condition, et qu'il n'y en a qu'un. 

Corollaire fl. Deux droites parallèles déterminent la position 
d'un plan. On sait déjà que deux droites parallèles sont toujours 
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diins un tnéme plan, liais H'W y atalt dent plàtm pk^sMi par cej' 
droites, il est clair qu'en pfénant un point sur Vunë d'elles, et 
deux sur ^aut^e, Oti kiitsii itois points, lion en ligné d^Mte, par 
lesquelè oii pourrait tiiener deux plans. 

40. TtléoftÊHE m (fig. 6). Deux plans se couperit skibdiit Uriè 
ligne droite. 

Soit uA point A commun II déut plàtis Ifl?, PQ; l)itns le 
plan PQ, par le point A, menez deux di'oitcfs fiC, OS. Au-desstts 
du plan MN, preûët le j^oitit B sur la première droite; au- 
dessous, prenez le point B Sur la seconde; êhûti tirez la dfoltcj 68. 
La ligne BB est tout entière dans le t>lan PQ, puisqu'elle y à 
deux points; et eDe doit rencontrei* le plan MN, puisqu'elle est 
en partie au-dèssUs de ce plan et en partie au-dessousi S6it I le 
point d'intersection, la droite mente par les poltit^ A et I sera 
commune aux deux plans ; car elle aura deui poiilis^ A et I, 
dilns chacnU d'eux. Hors dé cette ligtie, les plans n'ôtit pas de 
point cominun; autrement, on pourrait tùéne¥ deux plaiis 
différents par trois points non en ligne droite. Dotlc riritersedion 
de deux plans est une ligne droite. 

11 est d'ailleurs éridetit que chaque plàri est diilsé eh deut 
pallies, placées de côtés différents l'ufie par !*apport tt t'atitre. 

Stir la droite perpendicdlaiHi ait plâfi. 

11. TtlÉoUÈHE IV (fig. 6). 8i une droite Ah esÉperpendicuiaIre à 
deux droites BG et BD^ qui passent par sOn pied dans vn plan MM, 
elle sera perpendiculaire au plan UN. 

Pour démontrer cetti^ proposition, il faut proùter que la 
droite AB est pelt^endicUlaire à toute autre droite BE, menée par 
son pied dans le plan MN (9). A cet effet, prolonges AB, de l'autre 
côté du plan, d'une quantité BH s: AB ; menez la droite CD, qui 
coupe les lignes BC, BD, BE en G, D, E; enfin, tirez GA, DA, EA, 
GH, DH, EH. 

L'angle ABC étant dtoit par hypothèse, il s'ensuit que 00 e«t 
perpendiculaire au milieu de AH ; donc, AC ==: HG. Par une tnlÉon 
semblable on a AD =: HD. Les triangles AGD, HGH sont émt équK 
latéraux entre eux, et par suite Fangle AGE = MCE. 11 résult* de 
là que les triangles ACE, HGE sont égaux comme ayant un angle 
égal compris entre deux côtés égaux, chaeùn ft chaenni doue 
AE = HE. Les triangles ABE, HBE sont donc é^uilalérranx èntfft 
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eux, et par conséquent les angles ABE, HBE sont égaux. Or, ces 
angles sont adjacents; donc ils sont droits; donc ÂB est per- 
pendiculaire à BE. C'est ce qu*il fallait démontrer. 

12. Théorème V. Par un point donné on peut toujours menjer 
une droite perpendiculaire à un plan, mais on rCen peut mener 
qu'une. 

Il y a deux cas à considérer, selon que le point donné est dans 
le plan ou hors du plan. 

Premier cas (fig. 7). Soit A le point donné sur le plan MN. 
Tracez dans ce plan la droite BC à volonté, de manière cependant 
qu'elle ne passe pas au point A. Menez AB perpendiculaire à BC; 
suivant BC concevez un plan quelconque, et menez dans ce plan 
une perpendiculaire BH à BC; enfin, par AB et BH imaginez 
encore un plan, et dans ce plan élevez AH perpendiculaire à AB. 
le dis que AH est perpendiculaire au plan MN. 

Du point A à la ligne BG, menez une droite quelconque AC. 
Soit H rintersection de AH avec BH; prolongez HA d'une 
quantité AI = AH ; tirez CH, CI, BI. Par construction, la ligne BC 
est perpendiculaire à BA et à BH; donc elle Test au plan HBI; 
donc l'angle GBI est droit. Par construction aussi, la ligne AB 
est perpendiculaire au milieu de HI ; donc BH = BI. Il suit de là 
que les triangles BGH et BCI sont égaux : donc GH = CI ; donc 
AG est perpendiculaire sur HI. Ainsi, la droite AH est perpendi- 
culaire aux deux droites AG et AB ; donc elle Test au plan MN. 

Cette perpendiculaire est la seule qu'on puisse élever au 
plan MN par le point A. S'il y en avait une autre AR, on pourrait, 
par AH et AR, conduire un plan qui couperait le plan MN suivant 
une droite AS. Or, les lignes AH et AR, étant perpendiculaires 
au plan MN, devraient l'être à AS (2) ; donc, dans le même 
plan HAS, par un même point, on pourrait mener deux per- 
pendiculaires à une même droite, ce qui est impossible. 

Second cas (fig. 7). Soit H un point donné hors du plan MN. 
Dans ce plan menez une droite quelconque BG; abaissez HB per- 
pendiculaire à BG; dans le plan MN menez BA perpendiculaire 
àBC; enfin, abaissez HA perpendiculaire à BA; cette ligne HA 
sera perpendiculaire au plan MN. La démonstration est exacte- 
ment la même que dans le premier cas. 

De plus, la perpendiculaire HA est la seule qu'on puisse 
abaisser du point H sur le plan MN ; car, s'il y en avait une autre, 
HS, le triangle HAS aurait deux angles droits HAS et HSA. 
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13. Théorème VI (fig. 8). La perpendiculaire XB, abaissée d'un 
point A sur un plan M N, est la ligne la plus courte entre le point 
et le plan» 

Car, si on mène toute autre droite AG, et qu'on joigne BC, le 
triangle ABC sera rectangle en B, et par conséquent on aura 
AB < AG. 

Scolie. C'est la perpendiculaire AB qui mesure la distance du 
point A au plan MN. 

14. Théorème YIL Par un point donné on peut mener un plan 
perpendiculaire à une droite; mais on n'on peut mener qu'un seul. 

Premier cas (fig. 9). Si le point donné est sur la droite AB, 
menez deux plans par cette droite, et dans ces plans élevez les 
perpendiculaires OC, OD, à AB; le plan MN, conduit suivant OC 
et OD, sera perpendiculaire à la droite AB* En effet, AB est per- 
pendiculaire à deux droites qui passent a son pied dans le plan 
ïfN; donc elle est perpendiculaire à ce plan; donc, réciproque- 
ment, le plan MN est perpendiculaire k AB. 

Aucun autre plan MR passant par le point n'est perpendicu- 
laire sur AB : car si le plan MR était perpendiculaire à AB, on 
pourrait mener par AB un plan qui couperait les deux plans MN 
et MR suivant deux droites, telles que 0£, OF; et la droite AB, 
étant perpendiculaire aux deux plans, devrait l'être k ces deux 
lignes. Donc, dans le plan ABE, les droites OE et OF, partant du 
même point 0, seraient perpendiculaires k AB, ce qui est im- 
possible. 

Second cas (fig. 10). Supposons le point donné hors de la 
droite AB. Abaissez d'abord OC perpendiculaire à AB, et ensuite 
menez uiie autre perpendiculaire CD à AB : le plan MN, conduit 
suivant OC et CD, sera perpendiculaire k AB. Même raisonne- 
ment que ci-dessus. 

Aucun autre plan OR, passant au point 0, n'est perpendicu- 
laire k AB. En effet, un plan conduit par le point et par la 
droite AB couperait les plans MN et OR suivant deux droites, 
OC et OE, partant du point et perpendiculaires & ÀB, ce qui 
est impossible. 

15. Théorème VIII (fig. 11). Toutes les perpendiculaires BC, BD, 

BE, élevées au même point B d'une droite AB, sont comprises 

dans le plan MN, perpendiculaire à cette droite au point B. 

Si BG, par exemple, n'est pas dans le plan MN, menez par AB 
et BC un plan qui coupe MN suivant une droite BC Puisque la 
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Droites parallôlaB danB Tespace. 

20. Théorème XIII (fig. 46). Par un point on ne peut mener dans 
Fespace qu^une seule parallèle à une droite donnée. 

Si par le point G il y avait deux parallèles CD et CE à la droite 
AB, chacune d'elles devrait être dans le plan conduit par la droite 
ÂB et par le point G; donc, dans un plan, deux parallèles à une 
droite passeraient par le même points ce qui est impossible. 

Corollaire. Si deux droites sont parallèles, le plan mené par 
Tune d'elles etpar un point de l'autre contient celle-ci tout entière* 

21. Théorèmb XIV (fig. 17). Deux droites parallèles sont per- 
pendiculaires aux mêmes plans. 

G'est-à-dire que si ÂB est perpendiculaire au plan MN, la droite 
CD, parallèle à ÂB, sera aussi perpendiculaire k ce plan. 

Par les parallèles AB et GD concevez un plan, et soit BD son 
intersection avec le plan MN; dans le plan MN, menez DE per- 
pendiculaire à BD; joignez AD. En vertu du théorème XII, AD 
est perpendiculaire k DE ; donc DE est perpendiculaire aux deux 
droites DB et DA, et par suite au plan ABDG des deux parallèles. 
Il suit de Ik que Tangle CDE est droit. Mais, k cause que CD est 
parallèle à la perpendiculaire ÂB, Tangle CDB est droit aussi ; 
donc GD est perpendiculaire aux deux lignes DE, DB ; donc elle 
est perpendiculaire au plan MN. 

22. Théorème XV (fig. 17). Deux droites AB, GD, petyendicu- 
laires au même plan MN, sont parallèles entre elles. 

Si CD n'est point parallèle à ÂB, soit DR une parallèle à AB ; 
d*après le théorème précédent, DR serait perpendiculaire au plan 
MN; donc il y aurait au point D deux perpendiculaires au plan 
MN, ce qui est impossible (12). 

23. Théorème XVI (fig. 18). Deux droites A et B, parallèles à 
une troisième^ G, smit parallèles entre elles. 

Menez un plan PQ perpendiculaire k la droite G. Les droitesA 
et B étant parallèles à G, sont perpendiculaires au plan PQ(21): 
or, de ce qu'elles sont perpendiculaires à ce phin , il s'ensuit 
qu'elles sont parallèles entre elles (22). 

Corollaire (fig. 19). Si par deux parallèles ÂB et GD, on mène 
deux plans qui se coupent, l'intersection EF est parallèle à ces 
droites. En effet, par un point E, pris sur EF, menez dans le plan 
AF une parallèle k AB : elle devra être parallèle k CD, et par 
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conséquent elle sera aussi dans le plan DE (20); donc elle n*est 
autre que Tintersection EF. 

Droite et plan parallèles. 

24. Théorème XVII (fig. 20). Toute droite CD, parallèle à une 
droite AB située dans un plan M N, est parallèle à ce plan* 

Puisque les lignes AB et CD sont parallèles, elles sont dans un 
plan dont Tintersection avec le plan MN est la droite AB ; donc, 
si CD rencontrait le plan MN, ce ne pourrait être qu'en un point 
de la droite AB. Mais alors CD ne serait point parallèle à AB, ce 
qui est contre la supposition. 

25. Théorème XVIll (fig. 21). Si une droite AB est perpendicu'- 
laire à un plan MN , toute droite AC perpendiculaire à AB sera 
parallèle au plan MN. 

La ligne AB étant perpendiculaire au plan MN, et AC étant 
perpendiculaire à AB, si AC rencontrait le plan MN, on pourrait 
joindre le point d'intersection avec le point B, et former un 
triangle OAB qui aurait deux angles droits, ce qui est absurde ; 
donc la droite AC est parallèle au plan MN. 

26. Théorème XIX (fig. 20). lAnrsqu'une droite CD est parallèle 
à un plan MN, si on fait passer un plan CDB par cette droite^ 
finterseciion AB des deux plans sera parallèle à la droite CD. 

Puisque la ligne CD est parallèle au plan MN, elle ne doit pas 
rencontrer AB. D'ailleurs elle est dans un même plan avec AB; 
donc elle est parallèle k AB. 

Corollaire 1. La droite CD étant parallèle au plan MN, une pa- 
rallèle AB à CD, menée par un point A du plan MN, est tout en- 
tière dans ce plan. S'il en était autrement, le plan des parallèles 
AB, CD, couperait le plan MN suivant une droite passant au 
point A, et qui, d'après le théorème précédent, serait parallèle 
à AB; donCy dans un môme plan, par le même point, il y aurait 
deux parallèles a CD, ce qui est impossible. 

Corollaire II. Une droite parallèle à deux plans qui se coupent 
est parallèle à leur intersection. En effet, si par un point de l'in- 
tersection on mène une parallèle à la droite, cette parallèle sera 
contenue dans chacun des deux plans (corollaire précédent'; 
donc elle n'est autre que leur intersection. 

27. Théorème XX (fig. 20). Les parallèles AC, BD, comprises 
entre une droite et un plan parallèles y sont égales» 
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jLe plan des deux parallèles coupe le plan MN suivant une 
droite âB parallèle à CD ; donc la figure ÂRCD est un parallélo- 
gramme; donc AG = BD. 

Corollaire. Si ÂG et BD sont perpendiculaires au plan MN, ces 
lignes sont parallèles entre elles, et les angles A, B, G, D sont 
droits. Comme on a toujours AC = BD, on conclut qu'une droite 
parallèle à un plan est partout à égale distance de ce plan. 

Plans parallèles entre eux. 

28. Théorèhb XXI (fig. 22)* Lorsque deux plans MN, PQ 
sont perpendiculaires à une même droite AB, ils sont parallèles 
entre eux. 

Supposons que les plans AIN, PQ puissent se rencontrer, et 
soit un point de leur intersection : des points A et B, où ils 
coupent AB, tirez les droites OA, OB. La ligne AB étant perpen- 
diculaire aux deux plans, les angles A et B du triangle OAB se- 
raient droits, ce qui est impossible. Donc les plans ne se ren- 
contrent point; donc ils sont parallèles. 

29. Théorème XXII (fig. 23). Les droites AB et CD, résultant 
des intersections de deux plans parallèles^ MN et PQ, avec un 
troisième plan^ RS, sont parallèles entre elles. 

En effet, les droites AB et CD ne peuvent se rencontrer; au- 
trement, les pians MN et PQ se rencontreraient et ne seraient 
point parallèles. D'ailleurs ces droites sont dans un mêrpe plan 
RS; donc elles sont parallèles. 

Corollaire (fig. 24). Par un point A on ne peut mener qu'un 
seul plan parallèle k un plan donné MN. Supposons qu'on en 
puisse mener deux, PQ et PR. Conduisez un plan quelconque 
par le point A, et soient AB, AG, DE ses intersections avec les 
plans PQ, PR, MN. En vertu du théorème précédent, chacune 
des droites AB et AG devrait être parallèle à DE, ce qui est im- 
possible. 

30. Théorème XXIII (fig. 25). Si deux plans MN et PQ sont pa- 
rallèles^ toute perpendiculaire AB à Vun d'eux est perpendiculaire 
à Vautre, 

Supposons que AB soit perpendiculaire au plan HN, Par le 
point B menez à volonté la droite BC dans le plan PQ, et faites 
passer un plan par AB et BC. L'intersection de ce plan fivec MN 
sera une droite AD parallèle à BC (théorème précédent). Or, la 



perpendiculaire AB au plan MN est perpeD4içulaire à AD; donp 
éWfi le sera aussi & la parallèle gC. Ainsi, la ligne AB est perpen- 
diculaire à toute droite menée par son pied dans le plan PQ; 
donc elle est perpendiculaire à ce plan. 

3i. iHÉORiME; XXIV (fig. S6). Deux plans, ? ^t Q, parallèles à 
un troisième^ R, sont parallèles entre eux. 

Menez une droite AG perpendiculaire au plan R, elle sera aussi 
perpendiculaire aux plans P et Q (30). Les plans P et Q sont donc 
perpendiculaires à la droite AC ; donc ils sont parallèles (28)* 

32. Théorème XXV (fig. 27). Les parallèles AB, €D, comprises 
entre deux plans parallèles MN et PQ, sont égales. 

Les plans MN et PQ sont coupés par celui des deux lignes AB, 
CD, suivant deux droites parallèles AC et BD; donc la figure ABDG 
est un parallélogramme; donc AB = CD. 

Corollaire^ Si les lignes AB et CD sont perpendiculaires au plan 
MN, elles seront parallèles entre elles, et par conséquent égales; 
donc deux plans parallèles sont partout également distants, 

33. Théorème XXVI (fîg. 28). Si deux angles, non situés dans le 
même plan, ont leurs côtés parallèles et dirigés dans le même 
sens^ ces angles sont égaux et leurs plans sont parallèles. 

Soient les droites AB, AC, respectivement parallèles à DE, 
DF; prenez AB = DE, AC = DF, et tirez BC, EF, AD, BE, CF. 
Puisque AB est égale et parallèle à DE, la figure ABED est un 
parallélogramme ; donc BE est égale et parallèle à AD. De même, 
puisque AC est égale et parallèle à DF, la droite CF est égale et 
parallèle à AD ; donc CF est égale et parallèle à BE, et par suite 
BC est égale à EF. Les triangles ABC, DËF sont donc équilaté- 
raux entre eux; donc Tangle BAC = EDF. 

Je dis de plus que les plans ABC et DEF sont parallèles entre 
eux. Par le point D, menez un plan DE'F' parallèle au plan ABC, 
et soient E', F' les points où il coupe BE et CF. Les lignes AD, 
BE', CF' seront égales, comme parallèles entre plans parallèles (32). 
Mais on a déjà AD = BE = CF"; donc on aura BE = BE'etCF =CF'. 
11 suit de là que le point E' coïncide avec E, le point F' avec F, 
et le plan DBT' avec DEF ; donc le plan DEF est parallèle au 
plan ABC. 

Corollaire, Par deux droites AC, DE, non situées dans le même 
plan, on peut toujours faire passer deux plans parallèles entre 
eux. En effet, ayant pris à volonté le point A sur Tune, et le 
point D sur Fautre, menez AB parallèle à DE, et DF parallèle à 
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AG; puis conduisez deux plans, Fun passant par les droites AB, 
AG, et Tautre par les droites DE, DF. En vertu du théorème 
qui Tient d*être démontréi ces deux plans sont parallèles entre 
eux. 

34. Théorâme XXVII (fig. 29). TYois plans parallèles intercep- 
tent sur deux droUes quelconques, dans Vespace^ des parties pro- 
portionnelles. 

Supposons que trois plans parallèles P, Q, R coupent deux 
droites AG, DF, aux points A, B, G, D, E, F; je dis qu'on aura 

ab:bg::de:ef. 

Parallèlement à AG, menez DH qui rencontre les plans Q et R 
en G et H. Les droites GE et HF sont parallèles comme inter- 
sections des plans parallèles Q et R par le plan DFH; donc 
DG : GH : : DE : EF. Mais on a DG = AB et GH = BG (32); donc 
AB : BG :: DE : EF. 

Plans perpendiculaires entre eux. 

35. Théorème XXVIII (iig. 30). Si une droite AB est perpendi- 
culaire à un plan MN, et qu^un plan PQ soit mené suivant la 
droite AB, ce plan sera perpendiculaire au plan HN; et^ récipro- 
quement, le plan MN sera perpendiculaire à PQ. 

D'après la définition (6), pour que le plan PQ soit perpendicu- 
laire au plan MN, il faut démontrer quMl contient les perpendi- 
culaires élevées au plan MN par les différents points de Tinter- 
section QR des deux plans. Or, en quelque point de QR qu'on 
élève une perpendiculaire GD au plan MN, elle sera parallèle à 
AB (22), et par conséquent située dans le plan PQ (20) ; donc le 
plan PQ est perpendiculaire au plan MN. 

Réciproquement, je dis que le plan MN est perpendiculaire au 
plan PQ. Dans le plan MN, menez GE perpendiculaire à GR, et 
joignez BG : la ligne GE sera aussi perpendiculaire à BG (19). 
Puisque GE est perpendiculaire k la fois aux lignes QR et BG, il 
s'ensuit que GE est perpendiculaire au plan PQ. Ainsi, on peut 
dire que toutes les perpendiculaires élevées au plan PQ, par les 
différents points de la ligne QR, sont dans le plan MN; donc le 
plan MN est perpendiculaire au plan PQ. 

Corollaire I. Gette démonstration prouve que si deux plans 
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sont perpendiculaires entre eux, toute droite menée dans Tun 
d'eux» perpendiculairement à Tintersection, est perpendiculaire 
à Fautre. 

Corollaire II. Si trois droites passant par un même point 
sont perpendiculaires entre elles, chacune est perpendiculaire 
au plan des deux autres (11), et les trois plans sont perpendicu- 
laires entre eux. 

36. Théorâiie XXIX (fig. 31). Quand deux plans MN et PQsont 
perpendiculaires Pun à Vautre^ toute perpendiculaire menée à 
Pun d*eux, à MN, par exemple, par un point A de Vautre plan, 
est contenue dans ce dernier. 

En effet, admettons qu'elle soit hors du plan PQ, et menons ÂG 
perpendiculaire k l'intersection QR. D'après la définition (5), la 
perpendiculaire élevée au plan MN par le point G doit être con- 
tenue dans le plan PQ. Or, cette ligne doit être perpendiculaire 
k QR; donc elle n'est autre que AG. Ainsi, par le même point A, 
on pourrait mener deux perpendiculaires au plan MN, ce qui 
est absurde. 

Corollaire, Par une droite qui n'est point perpendiculaire à 
un plan, on ne peut mener qu'un seul plan perpendiculaire k 
ce plan. Gar, d'après le théorème ci-dessus, le plan perpendicu- 
laire doit contenir, outre la droite donnée, la perpendiculaire 
abaissée sur le plan donné, par un point quelconque de la droite 
donnée : or, par deux droites, on ne peut faire passer qu'un 
seul plan. 

37. Théorème XXX (fig. 32). L'intersection AB de deux plans, 
PQ et RS, perpendiculaires à un troisième^ MN, est perpendicu'- 
laire à ce dernier^ 

Si par un point B, pris sur l'intersection AB, on mène une 
perpendiculaire au plan MN, elle devra se trouver dans chacun 
des deux plans (36) ; donc elle n'est autre que l'intersection AB. 

Corollaire I. Un plan perpendiculaire a deux plans qui se 
coupent, est perpendiculaire à leur intersection. 

Corollaire II. Si trois plans sont perpendiculaires entre eux, 
l'intersection de deux quelconques de ces plans est perpendicu- 
laire au troisième, et les trois intersections sont perpendicu- 
laires entre elles. 

38. Théorème XXXI (fig. 33). Deux plans kQ^ Ç&, qui sont per- 
pendiculaires à vn troisième, MN, et qui passent par deux droites 
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parallèles^ AB et Cil), non perpendiculaires à ce plan, sont par aî" 
lèles entre eux. 

Soient PQ et RS les intersections du plan MN avec les deux 
plans qui lui sont perpendiculaires : menez dans ces plans leb 
droites AP, CR, respectivement perpendiculaires à PQ, RS. Ces 
droites seront perpendiculaires au plan MN, et par conséquent 
parallèles (22); donc les angles BAP, DCR ont leurs côtés paral- 
lèles; donc les plans AQ, GS sont parallèles (33). 

Sur la plus courte dlatance dé deux di^iies. 

39. Théorème XXXil (fig. 34). Étant données deux droites AB, 
CD, non situées dans le même plan : V on peut toujours mener 
une droite perpendiculaire à ta fois à chacune d'elles; 2^ on n'en 
peut mener qu'une; 3** cette perpendiculaire est la plus courte âÂs^ 
tance entre les deux droites* 

Par un .point quelconque de la droite AB, menés A£ parallèle 
à CD, et conduisez le plan MN par AB et AË. D'un point quel» 
conque de CD, abaissez DF perpendiculaire au plan MN, et dans 
ee plan, parallèlement à AE, menez FG qui rencontre AB en G. 
Enfin, menez GH parallèle à DF. 

Les droites FG, CD étant parallèles à AE, sont parallèles entre 
elles (23) ; donc GF est dans le même plan que CD et DF. Par 
suite GH, parallèle à DF, est aussi dans ce plan, et doit rencon* 
trer CD. D'un autre côté, la ligne DF ayant été menée perpendi* 
culaire au plan MN, sa parallèle GH est aussi perpendiculaire à 
ce plan (21)^ et par conséquent aux droites AB, GF. Mais GF 
étant parallèle à CD, il s'ensuit que GH est perpendiculaire à CD. 
Donc, 1" on peut mener une droite perpendiculaire à la fois aux 
deux droites AB, CD. 

Supposons, s'il est possible, qu'une autre droite, IK, soit per- 
pendiculaire à ces deux droites; si dans le plan MN, on mène IL 
parallèle k AË, la ligne IK sera perpendiculaire à AB et à IL, et 
par conséquent au plan MN. Mais si on mène, parallèlement k 
DF^ la droite KO qui est dans le plan CDF, cette ligne sera aussi 
perpendiculaire au plan MN : ainsi il y aurait deux perpendicu- 
laires abaissées du point K sur le plan MN, ce qui est impossi- 
ble. Donc, 2** il n'y a qu'une seule droite perpendiculaire k la 
fois sur AB et CD. 

Quelle que soit la plus courte ligne qu'on puisse mener entre 
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AB et CD, elle doit être droite : autrement, sans changer ses 
extrémités, on pourrait mener entre ces mêmes extrémités une 
ligne droite qui serait plus courte. Ensuite cette ligne droite ne 
peut être différente de GH. En effet, supposons que ce soit IK, et 
menons encore la parallèle KO à DF. La ligne KO serait perpen- 
diculaire au plan MN, Kl sei'ait une oblique, et on aurait KO < Kl; 
mais GH£= KO (39); donc GH < Kl. Donc, d** la droite GU est la 
plus courte distance de AB à CD. 

Des angles formés par les plans. 

40. ÎBéoRÉME XXXIlf (fig. 35). Un angle dièdre a pour mesure 
i^ angle formé par les perpendiculaires menées dans les deux faces 
à un même point de V arête. 

Il faut démontrer arant tout que Fangle des perpendiculaires 
est le même en quelque point de Tarête qu'il soit formée Et, en 
effet, dans les faces BAM, BAN, menez les perpendiculaires AM 
et BP» A5 et BQ, sur Farêtc AB : les droites AM et AN seront res- 
pectivement parallèles à BP et BQ; donc l'angle MAN = PBQ (3a)é 
Il fkut prouver maintenant que Tangle des perpendiculaires 
varie dans le même rapport que Tangle des plans. Supposons 
que le plad BN, en tournant autour de AB, ait pris la position 
BAG, et que la perpendiculaire AN se soit placée en AG. Gomme 
le plan MAN est perpendiculaire à AB, la ligne AG doit être com- 
prise- dans ce plan (16). Cela posé, Je dis qu*0B aura toujours^ 
entre les angles dièdres M ABN et MABG, la proportion 

[a] MABN : MABG :: MAN : MAG. 

Considérons le cas où les angles MAN, MAG, ont une commune 
mesure» et représentons par m et n les nombres entiers qui expri* 
ment combien de fois ils la contiennent, de telle sorte qu'on ait 

MAN : MAG : : m : n. 
Portez cette commune mesure dans Tanglè MAN autant de fois 
qu'elle y est contenue : cet angle sera partagé en m partiee 
égales, et MAG en contiendra n. Menez des plans par l'arête AB 
et par chacune des divisions Ax, Ay, Xz, ... de l'angle MAN. De 
celte manière l'angle dièdre MABN sera décomposé en m parties* 
Or, en prenant Tune de ces parties, MABx, par exemple, et la 
faisant tourner autour de AB, il est évident que l'angle MA^c ne 
quittera point le plan MAN, qu'il ira se placer successivement 
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sur chacun des angles partiels xÂy» j/ÂG,... et que par suite 
l'angle dièdre MABx coïncidera lui-même, successivement, avec 
chacun de ceux qui composent Tangle dièdre MABN. L^angle 
dièdre MABN contient donc m fois Tangle partiel M ABx, et Tan- 
gle dièdre BIABG le contient n fois; donc 

MABN:MABG::m:n 

En comparant cette proportion avec la précédente, il vient : 

MABN : MABG :: MAN : MAG; 

donc la proportion [à] est démontrée pour le cas où les angles 
MAN, MAG sont commensurables. 

Quand les angles MAN, MAG, sont incommensurables, on peut» 
au moyen du raisonnement connu sous le nom de réduction à 
r absurde, faire voir que la proportion [a] est encore vraie; donc, 
dans tous les cas, Tangle dièdre est mesuré par Tangle des per- 
pendiculaires. 

41. Scolie I. Dans le raisonnement connu auquel je viens de 
renvoyer pour le cas des incommensurables, la rigueur est plus 
apparente que réelle : car on s'y appuie sur les propriétés des 
proportions, et, quand on établit ces propriétés, on considère 
toujours des rapports entre quantités commensurables. C'est 
pourquoi je proposerai ici une démonstration nouvelle, qui a 
d'ailleurs l'avantage d'embrasser les deux cas k la fois. Mais il 
faut auparavant donner du rapport une définition qui puisse 
s'appliquer aux grandeurs incommensurables. 

Pour mieux fixer les idées, je supposerai qu'on ait k comparer 
deux lignes AB et CD (fig. 36). Portons la plus petite CD sur la 
plus grande AB : soit a le nombre de fois qu'elle y est contenue, 
et EB le reste. Divisons ensuite CD en 2, 3, 4, ... parties égales, 
jusqu'à ce qu'on trouve une subdivision qui, étant portée sur AB, 
laisse un reste FB < EB : soit a' le nombre de fois qu'elle est 
contenue dans AB, abstraction faite du reste FB, et soit p' le 
nombre de fois qu'elle est contenue dans CD. Divisons encore 
CD en un plus grand nombre de parties égales, jusqu'à ce qu'on 
en trouve une qui, portée sur AB, laisse un reste GB < FB, et 
désignons par af^ et ^*' les nombres qui expriment combien de 
fois elle est comprise dans AB et CD. Concevons que l'on conti- 
nue de diviser ainsi CD en parties égales de plus en plus petites, 
en ayant soin de s'arrêter, comme nous l'avons fait, aux subdi- 
visions qui, étant portées sur AB, laissent des restes de plus en 
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ptns psCita. Les rapports des longueurs AB, AF» AG, ... à CD so- 
ft «' «^ 
ront exprimés par ^^ 's, ^n — 

Ces longueurs vont en croissant, et selon que AB est commen* 
surable ou incommensurable avec CD, on peut en trouver une 
qui soit ou exactement égale à AB, ou aussi peu différente de 
AB, qu'on voudra. En même temps, les rapports ci-dessus vont 
aussi en croissant, et tendent évidemment vers une limite fixe, 
qui sera assignable exactement, ou dont on pourra approcher 
autant qu*on voudra* Or, quelle que soit cette limite, c'est elle 
qui est le rapport de AB à CD. 

Cela posé, imaginons qu'on ait divisé Tangle MAC (fig. 35) en 
P parties égales, et qu'une de ces parties ait pu être portée sur 
MAN un nombre de fois «, le reste étant négligé. En menant des 
plans par Tarète AB et par les lignes de division tracées dans le 
plan MAN, Tangle dièdre M ABG sera divisé aussi en § parties 
égales, et Tangle dièdre MABN en contiendra a (avec un reste 
qu'on néglige). La même chose a lieu quand on décompose Tan- 
^e MAG en un plus grand nombre de parties égales; et de là on 
conclut que si le rapport de MAN à MAG est la limite des frac- 

tiens 7, 07, "Sûf— ^lui des angles dièdres MABN, MABG, sera la 
P P P^ 

limite des mêmes fractions. Donc ces rapports sont égaux, et la 
proportion [a] est démontrée. 

42. Scolie IL Les fractions qui précèdent doivent être consi- 
dérées comme des approximations du rapport qui en est la li- 
mite. Par la manière dont on les a trouvées, il est clair qu'elles 
sont moindres que ce rapport, et que chacune d'elles en est plus 
approchée que les précédentes, et même plus approchée que 
toute valeur, qui, étant moindre que ce rapport, aurait un déno- 
minateur moindre que la fraction suivante. Par exemple, en 
prenant pour dénominateurs les nombres P' + i, P' + 2, etc., 
compris entre ^' et ^', on ne pourra trouver, parmi les fractions 

a' 

moindres que le rapport, aucune fraction plus approchée que g;. 

Si on applique la recherche du plus grand commun diviseur 
aux deux lignes données, si on forme une fraction continue avec 
les quotients, et si on calcule les réduites successives, on obtien- 
dra ainsi des valeurs approchées, les unes en défaut, les autres 
en excès; et, en ne conservant que les premières, elles devront 

t 
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Entre ces réduites, on peut placer dos fractions intermédiaires ^ 
lesquelles, avec les réduites^ ne seroat autres que la suite des 

fhietionsg, g;, p, etc. 

Kj^ Ueu A*uD6 sait^ composée d« fractiona œoîndraa que \s 
rapport. 09 aurait pu prendre d^ valeurs approchées en excès; 
inws ofa dét^^ils me seml^lent inutiles. 

I^a lect^u^f érudit, qui aurt^ compris ces courtes observation», 
reconnaltri^ que notre procédé, pour démontrer k théorème re- 
latif à la mesure de l'angle dièdre, nussi bien que les théorèmes 
analogues 4e U Géométrie, se rapproche, quant au fond, de ce- 
lui dont Guçlide ^ f^it usage. 

43. ^lifi |il. Il est très important de remarquer que al les 
droites A¥i AN (fig* 17), menées dans les deux faces, n'étaient 
poipt perpendiculaires i AB> Tangle MAN ne pourrait plus me- 
surer V^i^gle dièdre. D'abord il est évident que si ces droites fon^ 
avec Afi d^i ^i^les inégaux CAM, CAN, et que l'angle dièdro dir 
minpe ju^qu'i^ ^o, Taogle MAN ne deviendra pas zéro; donc il 
faut que les angles CAM el CAN soient égaux. 

Prenons donc les lignes AM et AN également inclinées sur AB, 
et faisons voir que Tangle de ces obliques ne varie point dans le 
inÀipe rapport que celui des plans. A cet effet, ehaageona la po- 
sition du plan BAN, et supposons qu'il se place en MQ, ol AN 
en 4^6. Si les angles dea obliques mesuraient ceux des plans, on 
(|ev(*Bi( «voir 

MAÇN : MABG : GAÇN :: MAN : MAC : GAN. 
Or l|ABN = MABG + QABN ; dope ou aurait 

\b\ MAN ^ MAG + GAN. 

ban^ ^s troi9 plans, menez les perpendiculaires CM, CN, €G à 
Tarè^e BA : le^ triangles ACM, ACN, ACG seront égaux et donne- 
ront CM = GN = CG j donc le^ points M, N, G ne sont pas en ligne 
droite; donc les obliques AM, AN, AG ne sont pas dans un même 
plan. Or, on démontrera plus loin (49) que, dans ce cas, Tangle 
pian MAN est moindre que MAG + GAN; donc 1 égalité [6] est im- 
poaaible; doue Tangle des obliques pe varie point dans le même 
n^port ^e Tangle dièdre. 

44. Cçrollaire. On dit qu'un angle dièdre est «iios^ aàgu ou 
obtusy selon quo l'angle dea perpendiculaires est lui-môme droit, 
l^igU w obtus. D'après ces définitions, il est facile de voir que 
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danAtottt angle dièdre droit les ftices ammiI peppendfeiikireÀ Ynne 
sur Tautre. 

Il est également facile d'établir, sur lee anglee dièdM», les 
propositions qui ont leurs analogues par rapport aux angfes 
plans. Ainsi, par exemple, lorsque deux plans se. traversent 
mutuellement, la somme des angles adjaeents est égide à dent 
angles droits^ et les angles opposés an sommet sont égaux. La 
rencontre de deux plans parallèles par un troisième plan donne 
lieu aux mômes égalités d^angles que la renoontre de deux droites 
parallèles par nne sécante : é*est ee que prouvera suiRsamment 
la proposition snivante. 

4&. Théorème XXXiV (fig. S8). Lorsque dexm plctnf paUtllhle^^ 
MN et PQ, soTit œupés par un troiêième plan, RS, iar anffhf 
dièdres cerrespondanis sont égaux. 

Il a*agit de faire voir que Fangle dièdre MABRafePG&R. JÊeftet 
un plan perpendiculaire à AB, lequel Oôupera le plan RS suivant 
la ligne AR, et les plans MN, PQ, suivant les parvllèles AM, GP, 
de sorte qu'on aura l'angle MAR=s3pGR. Puisque le plaii RAM est 
perpendicQlaire à AB, les droites AM et ARsont perpendfeulértres 
aussi a AB, et Fangle MAR mesure Fangte dièdre MABR. MffisGD 
étant parallèle à AB, le plan RAM est aussi petpendieufiire 
sur GJ>, et par suite PCA mesure l'angle dièdre PwH. 0r, on 
a MAR n PCR ; donc l'angle dièdrs MARR 3« PGOR. 

8colie (fig. 39). La réciproque n'est pelnf vraie r car si on 
trace dans un plan RS deux droites A9, €D, qui se renetirntrént, 
et si on mène, par ces droites, deux plans BM, hP, égaférméni 
inclinés vers le même cèté R du plan RS, il eet évident que ces 
plans ne seront point parallélee. 

Mais si, outre Tégalité detf angles dièdres, on strppoi^e ^^e les 
lignes AB et Gft soient paraUèles (dg. 98^ alônr k^ detrx 
plana BM, DP sont parallèle». En efTet, le plan RAM, perpendi- 
culaire aux lignes AB et GD, détermine, par ses fnfersectronsr 
avec les trois plana, les angles MAR et P€R, qm, par hypothèse, 
doivent être égaux; donc GP est parallèfc à: AM. Mais âé]^ G&est 
parallèle à AB; donc les plans RM ei RP sont parallèles ($3^). 

46. Théorème XXXV (fig. 40). Si un pian BP éhisé an anyU 
éièétre en devx pariiez égales, ehctque point eu pian 0^ sera égale- 
meniéiêtani âesJltceslM^ Bf^; et itkiipcini pfis kûrtêê' eej^on 
Sera imégalement distant êe ces faees. 

Ru point G, pcis éons le pian RP, aMsser hfs perpendt- 
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culaires €D, CE» ur les plans BM, BN, et menez le plan DCE qpii 
coupe les trois plans suivant FG, FD, FE. La droite AB sera 
perpendiculaire à ces trois lignes (n* 37, corollaire I) ; donc les 
angles CED, GFE mesurent les angles dièdres PABM , PAJBN. Par 
hypothèse, ces angles dièdres sont égaux ; donc GFD = GFE. Par 
suite, les triangles rectangles GDF, GEF sont égaux, et Ton 
a GD = GE. Donc chaque point du pkn BP est également distant 
des faces BM , BN. 

Soit G un point hors du plan BP : abaissez les perpendi- 
culaires GE, GH ; menez le plan EGH, qui détermine les inter- 
sections EF, FH ; par le point G, où GE rencontre le plan BP, 
abaissez sur le plan BM la perpendiculaire GD, qui sera dans le 
plan EGH ; enfin joignez DG. On a GD < GG + GD, et comme le 
point G est dans le plan BP, on a GD = GE ; donc GD < GE. Or, 
GH est perpendiculaire au plan ABH, et GD est oblique ; donc 
on a GH < GD; donc à fortiori GE < GE. Donc tout point hors 
du plan BP est inégalement distant des faces BM, BN. 

47. Théorème XXXVI (fig. 44). Si d'un point 0, pris dans Pinr 
térieurdun angle dièdre^ on abaisse des perpendiculaires OG, CD, 
sur les deux faces^ l'angle GOD de ces perpendiculaires sera le 
supplément de Fangle dièdre. 

Le plan GOD est perpendiculaire àFaréte AB (n* 37, corollaire I), 
et il détermine, par ses intersections avec les deux faces, 
Tangle GED, qui mesure Tangle de ces faces. Or, le quadrilatère 
OGED est rectangle en G et en D; donc Tangle GOD est sup- 
plément de GED. 

48. Théorème XXXVII (fig. 42). Si dun point 0, pris dans Vin- 
térieur dun angle trièdre S, on abaisse des perpendiculaires OP. 
OQ, OR, sur les faces ASB, ASG, BSG, ces perpendiculaires déter- 
mineront un nouxtel angle trièdre, dont les faces seront suppléments 
des angles dièdres de fangle solide S, et dont les angles dièdres 
seront suppléments des faces de ce même angle solide. 

Les faces du nouvel angle trièdre sont les angles plans POQ, 
POR, QOR, formés par les perpendiculaires OP, OQ, OR ; donc, 
d'abord, ces faces sont les suppléments des angles dièdres formés 
suivant SA, SB, SG (47). 

Maintenant, observons que le plan POQ est perpendiculaire 
aux faces ASB, ASG (35)» et que par suite Tarète SA est perpendi- 
culaire à ce plan (n* 37, corollaire I). De même SB est perpendi- 
culaire au plan POR, et SG au plan QOR. Ainsi, les arêtes de 
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Tangle solide S sont respectivement perpendiculaires aux faces 
de l'angle solide ; donc les faces de 8 sont les suppléments 
des angles dièdres de 0, ou réciproquement les angles dièdres 
de sont les suppléments des faces de S. 

Scolie. A cause de ces propriétés, les angles trièdres S et 
sont dits supplémentaires. On pourrait aussi remarquer qu'à tout 
angle polyèdre correspond un angle polyèdre supplémentaire. 

49. Théorème XXXVIII (fig. 43). Dans un angle irièdre, chaque 
angle plan est moindre que la somme des deux autres. 

Pour qu'il y ait lieu à démonstration, il faut qu'une face soit 
plus grande que chacune des deux autres, prise séparément. 
Soit ASB cette face : faites-y l'angle ÀSD = ASC ; tirez à volonté, 
entre les arêtes SA et SB, la droite AB qui coupe SD en D ; sur la 
troisième arête prenez SG = SD ; enfin menez CA, CB. 

D'après la construction, les triangles ASD, ASC sont égaux ; 
donc AD = AG. Mais on a AD + DB < AG + GB; donc DB < GB. 
Ainsi, dans les triangles SBD, SBC, on a SB commun, SD = SG, 
DB<GB; et de là on conclut l'angle DSB < GSB. Ajoutant 
ASD d'une part, et ASG de l'autre, il vient ASD + DSB ou 
ASB < ASG + GSB. 

50. Théorème XXXIX (fig. 44). La somme des angles plans qui 
forment un angle solide est moindre que quatre angles droits. 

Ayant mené un plan qui coupe les arêtes de l'angle solide S 
suivant le polygone ABGDE, prenez un point dans l'intérieur du 

poly^'one, et joignez-le aux différents sommets A, B, G, De 

cette manière on formera, dans le polygone, des triangles en 
nombre égal à ceux qui se réunissent au sommet S, et par consé- 
quent la somme des angles des premiers est égale à celle des 
angles des derniers. Gela posé, le théorème précédent donne 

OAE + OAB < SAE + SAB, 
OBA + OBG < SBA + SBG, 
etc. 

La somme des angles contigus aux points A, B, G, .... est donc 
moindre dans les triangles du polygone que dans les triangles 
latéraux ; donc, par compensation, la somme des angles en S est 
moindre que celle des angles en 0. Or, cette dernière somme 
est égale à quatre angles droits; donc la somme des angles en S 
est moindre que quatre droits. 

64. Théorème XL (fig. 45). On peut toujours former un angU 
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tfii^ire avec troit angles plana qid scUùfont awi conMiom 4eê 
deux théorèmes précédents. 

Papb un même plan construisons Tangle ASB égal à la plus 
grande des trois faces, et les angles ASM, BSN» égaui^ aux deusi 
autres; du centre 3» avec un rayon arbitraire, décrivons un cercle 
fui détel'mine les points A, fi, M« N; prenons l'arc A.M'=:àM, 
et Varc BN' =: BN ; puisque ASB est la plus grande face, les 
points M' etN' devront tomber entre AetB. De plus, par hypothèse, 
on a ASB < ASM + BSN; donc aussi arc AB < AM' -f BN'; donc 
le point N' est entre A et M'; donc les cordes MM', BN' doivent se 
couper en dans l'intérieur du cercle. Élevez au point une 
perpendiculaire OC au plan ASB; avec une hypoténuse GG, égale 
n la demi-corde GM, achevez le triangle rectangle GOC ; enfin 
joignez SG : l'angle solide formé par les arêtes SA, SB, SG sera 
Tangle trièdre demandé. 

Tout se réduit à prouver que les angles ASG, BSG sont respec- 
tivement égaux à ASM, BSN, Et, en effet, OG étant perpendi- 
culaire à la ligne SA, et OG étant perpendiculaire au plan ASB, 
l'angle GGS est droit (49), et par suite les triangles GGS, MGS sont 
égaux; donc l'angle ASG = ASM. L'égalité des mêmes triangles 
donne SG = SM ; donc SG = SN. Or, l'angle GHS doit aussi être 
droit (19); donc les triangles rectangles GHS, NHS sont égaux 
comme ayant l'hypoténuse égale et un côté commun ; donc enfin 
l'angle BSG = BSN. 

En prolongeant OG, d'une quantité égale OG', de Tautre côté 
du plan ASB, et joignant SG', on formerait un second angle 
trièdre qui serait encore composé des mêmes angles plans. 

52. Théorème XLI (fig. 46). Lorsque deux angles trièdree ont 
leurs faces égales^ chacune à chacune^ les angles dièdres compris 
par lesjaces égales sont égaux. 

Supposons qu'on ait ASB = A'S'B', ASG = A'S'G', BSG = B'S'G'. 
Dans les plans ASG, BSG, élevez sur Tarête SG les perpendi- 
culaires DE, DF. Prenez S'D'=SD, et, dans les plans A'SG', B'S'G', 
menez aur S'O' les perpendiculaires O'E', D'F'. Les deux angles 
dièdraâ, formés suivant SG, S'G', ont pour mesures les angles 
pUns BDF, fi'D'F'; et la question eonsiate à faire voir que 

wm » B'DT^ 

Dea hypothèses el des eonatruotioni d-éessus, il résulte que 
SD = S'D', SDE = S'D'E', ASG = A'S^'; donc les tnangles DSB, 
B^B' sont égaux. Par des raîaens semblables, les trtaagies DSF, 
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B Vf Éoiit auMi ég»ux ; donc on a 

DE =s D'E', Dr = D'F', Sfi == *'E', SP « Sft'. 
Les triâDgled ESF, E'S'P' ont done un angle égal compris antté 
côtés égaux ; donc EF = E'P'. Dodé l6fi triahgles DBP, D'fi'r s<liil 
éifuilatéraux entre eux ; donc Tangie EDP » B'D'F'. 

58. Autre dénumstratUm (fig. 47)v Les raisonnements préeé^ 
dents supposent que les perpendiculaires DB« DP rencaalrent 
les arêtes SA et SB, ce qui n'arrive pas toujours. La démons- 
tration suivante ne souffre aucune exception. 

Frênes B'D's SB, et ménes^ commeplus haut, lesperpëndied'- 
laires DE, DP, D'E', D'P'. Prenes BG > SD ; tires GH qui eonpefiâ 
en H et DE en K ; tirez Gl qui coupe SB en I et DP en L ; jaignes 
m, KL. Prenez encore les distances S'G's=SG, Sli'K:SH,S'r»SI, 
et achevez les constructions indiquées sur la figure. 

Le triangle GHS est égal à G'H'S', GIS k Gl'S', HSI à H'S'F; et da 
là il résulte que les triangles GUI, 611T sont équilatéraux entra 
eux; donc l'angle HGl »H'G'r« L'égalité des premiers triangles 
donne aussi l'angle HGS= H'G'S', et I6B=: TG'»' i d'ailleurs» par 
construction^ DG = D'G'; donc les triangles reetangles DGE^ DGL 
sont respectivement égaux à D'G'K', D'6'L'< De là on conelut 
GK - G'R', GL = G'L'( donc les triangles GKL, G'K'L' ont un angle 
égal compris entre côtés égaux; donc KL«K'L'. Mais l'égalité deâ 
mêmes triangles rectangles donne encore DKsD'K', DLnD'L'; 
done les triangles DKL, D'R'L', sont égaux ; donc enfip l'angle 
KDLssK'D'L' : c'est-à-dire que les faees égales t^mprennent dés 
angles dièdres égaux. 

54. Scolie. On pourrait encore conserver la première démon- 
stration en la complétant de la manière suivatte : 

après avoir reconnu, comme dans la seconde démenstratiot)* 
que Tangle SGH = S'G'H, l'angle SGi s^fl'G'r, l'angle HGIseH'GTi 
ofi observera que les angles trièdf es G et G' oht leurs faces égales 
chacune à chacune, et qu'en outre les angles SGH^ BGI» S'G'H', 
S'GT sont aigus ; donc si on applique la première démonstration 
aux angles solides G et G', on pourra conclure que les angles 
dièdres HSGI ^ H'S'Ga' sont égaux. Or, ils sont précisément oeux 
que forment les faces ASC, A'S'C' avec les faces BSG, B'S'G'^ 

66. TniORÈÉE XLII (fig. 48)» Deim ofigles tHèdref sont éfgmff 
lorêquê UursfacBi sont égtUéê^ ehaotné à c/ktatme, et êemèMie^ 
ment diêpoêées. 

Soient ASB^A'S'B', ASC:«A'a'€S BBCmB'S'O'. U aM touj^Ht 
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possible de placer Tangle solide S' daus Taugle solide S, de ma* 
nière que la face A'S'B' coïncide avec son égale ASB, et que Tarète 
S*G' soit du même côté que SG» par rapport à cette face. Par hy- 
pothèse, les faces égales doivent être semblablement dùposéeê^ 
condition qui signifie qu*aprës la superposition dont on vient de 
parler, les faces A'SX', B'S'C doivent avoir les arêtes SA, SB, 
communes avec les faces ASC, BSC, qui leur sont respectivement 
égales. Mais d'après le théorème précédent, les inclinaisons de 
A'S'C et B'S'C sur la face A'S'B' sont égales aux inclinaisons de 
ASC et BSC sur ASB; donc les plans A'S'C, B'SX' doivent res- 
pectivement coïncider avec ASC, BSC ; donc les angles trièdrea 
sont égaux. 

56. Scolie. Quand les faces égales ne sont pas semblablement 
disposées, la superposition indiquée plus haut ne fait plus passer 
la face A'S'C suivant Tarête SA, mais suivant SB; et en même 
temps B'S'C passe suivant SA. Alors les angles dièdres compris 
entre les faces égales n'en sont pas moins égaux; mais cette éga- 
lité n'entraîne plus la coïncidence des autres faces, et par suite 
les angles solides ne sont pas égaux. 

Dans ce cas, si on veut encore placer A'S'B' sur ASB, de ma- 
nière que Tarète SA devienne commune aux faces égales ASC, 
A'S'C, et Tarête SB commune aux faces BSC, B'S'C, il est évi- 
dent que S'C prendra une position SD (fig. 49) de Tautre côté du 
plan ASB. On va démontrer que les lignes SG, SD sont dans un 
plan perpendiculaire à la face commune à ASB, et qu'elles sont 
également inclinées à Tégard de cette face. 

Prenez SD =-SG; tirez GD qui rencontre le plan ASB en 0, et 
menez SO qui est l'intersection des plans ASB, GSD. Dans leplan 
ASB, menez à volonté la droite AOB qui passe au point 0, et qui 
rencontre SA et SB ; puis achevez les constructions comme sur 
la figure. Les triangles AGS, ADS sont égaux, et donnent AG=AD. 
Pareillement, les triangles égaux BGS, BDS, donnent BGs BD; 
donc AB est perpendiculaire au milieu de GD. Le point est donc 
le milieu de GD ; et puisqu'on a SG = SD, il s'ensuit que SO est 
perpendiculaire à GD. La ligne GD est donc perpendiculaire à 
AB et à SO; donc, par suite, le plan GSD est perpendiculaire au 
plan ASB (35). De plus, les triangles égaux GOS, DOS prou- 
vent que les lignes SG, SD sont également inclinées sur ce plan. 

Quand deux angles trièdres sont tels que les précédents, c'est- 
à-dire quand ils ont les faces égales et également inclinées, mais 
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qu'il ne peuvent point coïncider, parce que les faces égales ne 
sont point semblablement disposées, onditqu*ils sont^m^^n^rue^. 

57. Pour ne rien laisser à désirer sur les angles polyèdres, il 
faudrait expliquer comment on ramène leur mesure à celle des 
angles dièdres : mais, sur ce point, je renverrai aux traités or- 
dinaires de géométrie. 

Théorèmes à démontrer. 

58. Je proposerai comme exercices les énoncés 'de divers théo- 
rèmes dont les démonstrations se déduisent de ce qui précède. 

I. Si, par un point d*une droite A, on mène des droites égales, 
formant des angles égaux avec A, les extrémités de ces droites 
serontsituéessurune circonférence de cercle dontle plan est per- 
pendiculaire à la droite A, et dont le centre est sur cette droite. 

!!• Lorsqu*une droite fait des angles égaux avec trois droites 
passant par son pied dans un plan, ces angles sont droits, et la 
droite est perpendiculaire au plan. 

III. Toutes les parallèles à une droite, menées par les diffé- 
rents points d*une même droite, sont dans un même plan. 

IV. Lorsque, par les différents points d'une droite située dans 
un plan, on mène, d*un même côté de ce plan, des droites pa- 
rallèles et égales, les extrémités de ces parallèles sont sur une 
droite parallèle au plan. 

V. Si une droite est perpendiculaire à un plan, tout plan pa* 
rallèle k cette droite est perpendiculaire au même plan. 

VI. Si deux plans sont perpendiculaires entre eux, toute droite 
perpendiculaire à Tun d'eux est parallèle à Tautre, ou y est con- 
tenue tout entière. 

Et, réciproquement, si une droite est parallèle k un plan, tout 
plan perpendiculaire k cette droite est aussi perpendiculaire au 
premier plan. 

Vil. Si un plan est parallèle k deux droites qui se coupent, il 
est parallèle au plan de ces droites. 

VIII. Si trois droites, non situéss dans un même plan, sonlégales 
et parallèles, les triangles formés de part et d'autre en joignant 
leurs extrémités, sont égaux, et leurs plans sont paraUèles. 

IX. Si, par différents points d'un plan, on mène, du même 
côté de ce plan, deux droites égales et parallèles, les extrémités 
de ces droites seront dans un plan parallèle au premier. 

X. Si une droite est parallèle à un plan, toute droite parallèle 
à celle-lk est aussi parallèle au même plan, ou bien elle y est 
située tout entière. 

XI. Quand deux droites A et B sont parallèles, deux droites 
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A' et h\ réspèetiTemettt parallèles à A et à B, sont pundlèlM 
entre elles. 

XII. Quand deux plans P et Q sont parallèles, deux plans P' et Q\ 
respectivement parallèles a P et à Q, sont parallèles entre eux. 

XIII. Si deux plans P et Q sont respectivement parallèles à 
deux plans P' et Q' qui se coupent, l'intersection des deux pre- 
miers est parallèle à celle des deux derniers. 

XIV. Lorsque deux plaas sont parallèles, une droite parallèle 
à l'un d'eux est aussi parallèle a l'autre, ou bien elle y est com- 
prise tout entière. 

XV. Quand deux droites se coupent, les plans respectivement 
perpendiculaires k ces droites se coupent aussi. 

XVI. Quand une droite et un plan se rencontrent, une droite 
perpendiculaire au plan et un plan perpendiculaire à la droite 
se rencontrent aussi. 

XVII. Les plans perpendiculaires aux milieux des côtés d'un 
triangle se coupent suivant la même droite. 

XVI H. Etant donnés quatre points non situés dans le môme 
plan, si on mène des plans perpendiculaires aux milieux des^ 
droites qui joignent ces points deux à deux, tous ces plans iront 
passer par le même point. 

XIX. Deux droites parallèles qui rencontrent un plan sont 
également inclinées sur ce plan. 

XX Deux plans parallèles qui rencontrent une droite font, 
avec cette droite, des angles égaux. 

XXI. Deux angles dièdres sont égaux lorsque leurs faces sont 
parallèles et dirigées du môme côté» 

XXII. Les trois plans qui divisent en deux parties égales les 
angles dièdres d*un angle solide triple, se coupent suivant une 
môme droite. 

XXIII. Si deux droites, non situées dans le môme plan^ sont 
divisées en deux parties, de telle sorte que les deux segments de 
Tune soient proportionnels aux deux segments de l'autre* on 
pourra toujours conduire trois plans parallèles entre eux : Fun, 

«passant par les deux extrémités supérieures des droites : le se- 
eond| par les extrémités inférieures; et le troisième^ par les 
deux points de division. 

XXIV. Etant données trois droites non parallèles à un plan et 
tellement situées que deux d'entre elles^ prises comme on vou* 
dra, ne soient pas dans le même plan, on peut toujours eon- 
struire un parallélépipède qui ait trois arêtes dirigées sttivftnt 
ees droites. 
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NotioiM fondam«ntaleti 



1. La géométri£ descriptive a pour objet spécial d'ex- 
poser les méthodes au moyen desquelles on ramène la ré- 
solution des questions qui embrassent les trois dimensions 
de l'étendue, à des constructions qu'on puisse effectuer sur 
un plan. 

Un seul exemple suffira pour montrer toute l'importance 
de cette partie des mathématiques. Supposons qu'on de- 
mande le centre de la sphère circonscrite à une pyramide 
triangulaire. On reconnaît facilement que les plans perpen- 
diculaires aux milieux des arêtes se coupent au centre 
de cette sphère; mais comment réaliser cette construc- 
tion? comment obtenir ces plans? et comment trouver leur 
intersection? 

Ici on sent la nécessité d'établir des procédés au moyen 
desquels on puisse représenter exactement sur un plan 
^utes les données d'un problème, et faire ensuite av^ oef 
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données^ des consu actions qui, sans sortir de ce plan, con* 
duisent à des résultats sur lesquels il n*y ait plus à 
effectuer que des opérations simples et faciles, pour en 
déduire les véritables déterminations exigées par l'énoncé 
du problème. 

2. Toutes les méthodes qui remplissent ces conditions 
sont du ressort de la géométrie descriptive ; mais celle des 
projections est la plus simple de toutes et en même temps 
la plus féconde : c'est elle qui sert de base à toutes les 
autres, et c'est elle que je me propose de développer dans 
ce traité. Sommairement, on peut dire qu'elle consiste à 
prendre deux plans fixes qui se coupent, à y rapporter tous 
les points de l'espace par des perpendiculaires abaissées 
de ces points sur les deux plans et à rabattre ensuite l'un 
de ces plans sur l'autre , en le faisant tourner autour de 
leur commune intersection. 

3. On appelle projection Xun point $ur un plan le pied 
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. Ainsi, 
concevez que par le point P (pi. II, fig. 1), on mène Pp 
perpendiculaire au plan MN : le pied p de cette perpendi- 
culaire est la projection du point P sur le plan MN. Le 
plan MN se nomme alors plan de projection. Il est clair que 
le point p est en même temps la projection de tous es 
points de la droite Pp. 

&. La PROJECTION d*une ligne sur un plan est la ligne 
formée par les projections de tous les points de cette ligne. 
Par exemple, de tous les points de la courbe AB (fig. 1). 
abaissez des perpendiculaires sur le plan MN : la ligne a6, 
formée par les pieds de ces perpendiculadres, est la pro- 
jection de la courbe AB. Ces perpendiculaires étant pa- 
rallèles entre elles, leur ensemble forme une surface qui 
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appartient à la classe de celles qu'on appelle cylindres; et, 
pour cette raison, on la désigne souvent sous la dénomi- 
nation de cylindre projetant. On peut considérer ab comme 
l'intersection de ce cylindre par le plan MN, et il est évi- 
dent que toutes les courbes tracées sur le cylindre ont 
aussi ab pour projection. 

5. Quand la courbe AB est plane, et que son plan est 
perpendiculaire au plan de projection (fig. 2), le cylindre 
projetant n'est autre chose que le plan même de la courbe : 
car les perpendiculaires qui déterminent les projections des 
points de cette courbe, sont toutes renfermées dans ce plan 
{Inirod. 36) • Alors la projection de la courbe se réduit à 
une droite ab. Lorsque la courbe est dans un plan paral- 
lèle au plan de projection, il est clair qu'elle a pour pro- 
jection une courbe qui lui est parfaitement égale. 

6. Lorsque la ligne à projeter est une droite AB (fig. 3), 
les perpendiculaires abaissées de ses différents points sur 
le plan de projection, MN, sont encore dans un même 
plan, et par conséquent sa projection est une droite. Or, 
deux points déterminent une droite; donc, pour projeter 
la droite AB sur le plan HN, il suffit de faire les projections 
a et 6 de deux de ses points, et de mener une droite par 
ces deux projections. 

Remarquez aussi que pour avoir le plan projetant de la 
droite AB, il suffit de mener, par un de ses points» une 
perpendiculaire ka au plan MN, et de faire passer un plan 
par les deux droites AB et Aa. 

Si la droite AB était perpendiculaire au plan MN, sa pro- 
jection se réduirait à un seul point, et ce serait celui où 
elle rencontre le plan MN. 

7. Vn point est complètement déterminé çuand on connaît 
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ses projections sur deux plans qui se coupent. En effet, ce 
poînt doit se trouver sur les perpendiculaires menées à 
ces plans par les deux projections données; et ces perpen- 
diculaires ne peuvent se couper en plus d'un point. Mais il 
y aurait erreur de croire que deux points, pris à volonté 
dans deux plans qui se coupent, sont toujours les pro- 
jections d'un même point de Tespace. Pour que cela soit, 
il faut que ces points remplissent une condition qu'on va 
établir. 

8. Pour que deux points^ situés respectivement dans deux 
plans qui se coupent^ soient les projections à*un même point 
de l'espace^ il faut^ et cette condition est suffisantej que les 
perpendiculaires menées par ces points sur l'intersection des 
deua: plans tombent au même point de cette intersection. 

Soient (fig. A) deux plans xyz^ xyui dont Fintersection 
est cty. D'un point A, pris à volonté dans Tespace, abaissez 
sur ces plans les perpendiculaires Âa, Aa' ; puis, menez 
par ces lignes le plan Aapa' qui coupe la ligne xy au point 
p, et les deux plans suivant les droites ap, o'p. D'après des 
théorèmes connus {Introd. 35, 37), la ligne xy sera per- 
pendiculaire au plan Aapa', et par suite aux droites ap^ 
a'p^ qui passent par son pied dans ce plan : donc les per- 
pendiculaires abaissées sur ay^ par les projections a et a\ 
doivent tomber au même point. 

Il faut encore prouver que cette condition suffit, c'est-à- 
dire que deux points a et a' qui y satisfont sont toujours 
les projections d'un même point de l'espace. En effet, la 
ligne xy étant perpendiculaire aux droites ap, a^p^ doit 
Fètre aussi au plan apa\ et par suite les plans xyz^ xyu 
sont perpendiculaires à ce dernier, ou réciproquement le 
plan apa' est perpendiculaire aux plans xyz^ xyu. Donc, si 
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en a et a' on élève des perpendiculaires à cea plwa, ^s 
seront dans le plan apa' {Inir^d^ 36) ; et dte lorfi il est évi- 
dent qu'eUes doivent se couper en w point At ^^^ ^ 
projections sont a et a'. 

9. Due droite est délerminie quand on connaît ^s pro* 
jections sur deux plans qui se coupent. En effet, par chaque 
projection, concevez un plan perpendiculaire au plan de 
cette projection ; vous aurez ainsi deux plans qui doivent 
contenir la droite (6) , et leur intersection fera connaître 
cette droite. 

Par exemple, si a6 et a'b' (ûg. 5) sont les projections 
d'une droite, on imaginera suivant ab un plan perpendicu- 
laire au plan xyz^ et suivant a'6' un plan perpendiculaire 
à xyu. L'intersection AB des plans ainsi déterminés est la 
droite qui a pour projections a(, alb'- 

Quand les droites a6, a'b' sont perpendicolw^ 4 «W 
(0g. 6} , et coupent cette ligne en des points différents m 
et n, elles ne peuvent pas être les projections d'une mén^e 
droite. Pour le prouver, il suffit deroontrer que le plan atMi, 
conduit par la ligne am perpendiculairement m plan ow^, 
est p^'sUële au plan einq^ mené suivant a'n perpendicu- 
lairement i xyu, £n effet, de q^ que le^ plans cmp et xyz 
sont perpendiculaires entre eu3(, et de ce que mx est per- 
pendiculaire à am, il s'ensuit que la lign^ xy est perpen- 
diculaire au plan amp {Int. 35), Par une raison analogue, 
xy est perpendiculaire au plan a'nq ; donc les deux plans 
fltnp, a!nq sont perpendiculaires ^ la droite xy. et« par con- 
séquent, ils sont parallèles entre eux {Int. 2S)^ 

Mais si les deux projections a6, a'6', perpendiculaires à 
xy^ rencontrent cette ligne au même point m (fig, 7), 
alors le plan ama' de ces droites est perpendic^ire. aux 
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deux plans j:y2, xyu, à la fois; de sorte que toutes les 
droites situées dans ce plan ont pour projections ab et a'b'. 
Dans ce cas, pour achever de déterminer la droite, il faut 
donner sa projection a'^b" sur un nouveau plan sxt qui ne 
passe point par la ligne xy . 

10. En général, les projectiom d*une courbe quekanque 
sur deux plans qui se coupent, déterminent cette courbe. En 
effet, abc et a'b'cf (fig. 8) étant les projections de la courbe 
ABC sur les plans xyz et xyu^ concevez des perpendicu- 
laires à chacun de ces plans, par les différents points de 
ces deux projections : elles formeront deux surfaces cylin- 
driques ocGA, aVGA, qui doivent contenir la courbe ABC , 
et qui par conséquent déterminent cette courbe par leur 
intersection. Si ces deux surfaces ne se coupent pas, c'est 
que les projections données n'appartiennent pas à une 
même ligne. 

Quand la courbe ABC est plane, et que son plan est 
perpendiculaire à xy^ les deux cylindres ne sont autre 
chose que ce plan lui-même, et alors la courbe ABC n'est 
plus déterminée. Cette indétermination est analogue à celle 
qui a été remarquée pour la ligne droite à la fin du numéro 
précédent, et on y remédie de la même manière. 

11. Un plan est déterminé q%uind on connaît ses traces 
sur deux plans fixes qui se coupent^ c'est-à-dire les droites 
suivant lesquelles il rencontre ces deux plans. 

Cette proposition est déjà connue : elle revient à dire 
que deux droites qui se coupent déterminent un plan. 

Pour fixer la position d'un plan^ on pourrait aussi em- 
ployer les projections de trois de ses points sur les deux 
plans fixes; mais ses traces sont d'un usage plus com- 
mode. En général, un plan rencontre la ligne d'intersec- 
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tion des deux plans fixes ; et il est clair que le point de 
rencontre a (fig. 9) doit appartenir aux deux traces aa» a'a« 

Si ie plan est parallèle à xy (fig. 10) , ses traces seront 
aussi parallèles à xy {Inlrod. 26). S'il est perpendiculaire 
à xy^ elles seront perpendiculaires à xy. 

S'il est parallèle à Tun des deux plans, sa trace sur 
l'autre plan sera parallèle à xy, et alors cette trace suffit 
pour le déterminer. Enfin, si le plan dont il s'agit passe 
par la ligne xy^ ses deux traces se confondent avec cette 
ligne, laquelle ne suDit pas pour le déterminer : alors il 
faut donner sa trace bx sur un nouveau plan sxt (fig. 11). 

12. Noos renvoyons ce qui concerne les surfaces courbes 
à la H* partie de ce traité. Ce qui précède suffit déjà pour 
montrer comment les données des problèmes, dans lesquels 
on considère les trois dimensions de l'étendue, peuvent se 
représenter par des points et des lignes situés dans deux 
plans fixes qui se coupent, et qui ont entre eux une incli- 
naison convenue. 

Afin de réunir toutes les constructions sur un seul des- 
sin, on fait tourner l'un des deux plans, xyu (fig. 12), par 
exemple autour de son intersection xy avec l'autre plan xyz^ 
pour l'appliquer sur ce dçrnier, en xyu\ De cette manière, 
les lignes tracées dans le plan xyz n'ont pas changé; 
mais, pour concevoir nettement la position de celles qui 
sont dans l'autre plan, il faut, par la pensée, remettre ce 
pian dans sa vraûe situation. Quant aux points situés 
hors de ces plans, ils ne doivent point paraître dans les 
figures. 

13 . Après le rabattement, les projections d' un même point 

ont entre elles une liaison qu'il est important de remarquer. 

Soient (fig. 12) a et a' ces projections avant le rabatte- 

s 
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19^0 ( i Qn aait (8) que les perpen^ieulaires abaissées de ces 
projections sur la ligne ^ vont tomber au môme point p. 
Qf I pePClf^nt que le plai) iryu tourne autour de xy^ )a droite 
P9! Qi Q§S9Q p^ d'&tre perpendieulaire à spy\ dona quand 
le plan xyu s'appliquera en xyu! sur le plaa sByz^ la ligne 
pq' s%p^ le prolongement pa" de pa. 

Pe \k ae tbëorèuie, d'un usage presque coatinael, que les 
pfei$êli^n^ d'un point iw deux plam sont situées sur une 
Pfrptndieuloire à t intersection de ee$ plans. 

1&« Jusqu'ici on n'a fait aucune hypothèse ai|r l'angle 
de9 dçux plaqs de projection. Mais afin de rendre les 
cpDpl^çtiQfis plus simples, on prendra dans la suite ces 
plw^9 perpendiculaires entre eui. L^usage établi est de 
oQQgiâérer l'uq d'^ux eamme herizontah quoiqu'il puisse 
s^oir telle position qu*on voudra* et l'autre comme veriioah 
I^HP intersection est nommée Iijjfnc de terre. 

Suivant qu'une droite est parallèle au plaq horisontaU 
ou qu'eUe lui est perpendiculaire, on dit qu'elle est heri- 
zontakiounfrticale. C'est dans le même sens qu'on dit d'un 
plW qo'îl ost horizontal^ eu qu'il est vierlieal. Il faut avoir 
sftip de ne pas se tromper dans l'emploi de ees déneipina« 
ti99^ AiQsiv parce qu'une droite est parallèle ^u plan ver^ 
t)^U il pe j|' ensuit pas qu'elle soit verticale, àmoiasqu^elle 
q§ yoit es outre perpendiculaire au plan borteontal. 

Cihgfue projection, chaque trace de plan prend le nom 
^ B^o qui h rf^nferiae. Par eiemple, une projection située 
4#RSi lu pif n Vertical ost ^^^ projeiation tieriie^le* 

16. De ce que les plans de projection sont perpeadion* 
\Ûm ^tre «W« li résiilta pl«»ie,uro eeeséqueMee. 
. \^ Si m pMnt m t^4 lignent dam tun des ieuss fitans, 

sa ps^f^tm ^¥f fwtfPt liim mu mr la ligne de, Irrrt, En 
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effet, les perpendiculaires qui déterminent cette pr^eeti^ii 
sont toutes comprises dans le premier plan (Introi^ 8(5) , 

2^ St une ligne eet dans un plan parallèle à tun êe$ deu^ 
jpIatM, ia prqjeetion sur Vautre plan sera une droite parmh 
nie à la ligne de terfe. Par exemple, si une ligne est iffin 
un piaq horizontal, les peppendiculaires qui déterminent aa 
projection verticale sont renfermées dans ee plan bopizontal; 
donc la projection verticale est rinterseçtion de ce pli^n avec 
le plan vertical de projection : c'est une droite parallèla i^ 
la ligne de terre (Introd. S9) . 

S"" Si un plan est perpendiculaire à Sun des plans de pp^ 
jeetion^ sa trace sur t autre plan sera perpendiçulaie^ i la 
ligne de terre. P^r exemple, un plan vertical 4 pqur traae 
verticale une perpendiculaire à la ligne dcftepre (Jf|lr^d. 17)^ 

&* Les perpendiculaires menées à la ligne de ierre^ par 
les projections d^un peinte sont égales aum distants dû ee 
point aux deux plans de projection, ^n efiet, soit A (fig. IS) 
uB point dont les projections sont a et a' : de ce qpe les 
plans de projection sept à angle drojt, il est facile de cent 
elurQ que les intersections du plannAa' avec ces pian^ déter'* 
minent un rectangle Kapa\ et que par suite en a ka=sa'p 
et Aa-s=op. 

Quand le plan vertical est rabattu sur le plan horizontal, 
en savait déjà (IB) que la droite apa^^ menéq par lespn»^ 
jee^ons a et a" d'un même peint A, est perpendiculaire i 
la ligne de terre ^. Mais id on voit de plus que la pastia 
a^ji 4onne 1- élévation de ce point au-dessus di| planhorisea* 
tal, et que ap est sa distance au plan vertical. 

16. 11 D^a été question jusqu'à présent que d^iine 
seqle espèce de projections : de celles qui ae (bat en 
abaisj^iit des pefpendicnlaîpes sur un plan (S), e|: que 
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pour cette raison on nomme orthogonales. Elles sont* 
à la vérité, celles dont Tusage est le plus commode et le 
plus étendu : mais il en existe encore d'autres. Ainsi, en 
prenant des droites parallèles entre elles, et obliques à 
l'égard d'un plan, on aurait des projections obliqt^s ; et 
en faisant partir toutes les droites d'un point unique, on 
aurait des projections perspectives. 

En général, on peut imaginer telle loi qu'on voudra 
pour déterminer, sur une surface donnée, des points qui 
correspondent aux différents points de l'espace; et les 
points ainsi déterminés pourront encore être désignés par 
le nom de projections. Mais il faut avoir soin de bien spé* 
dfier la projection dont on veut faire usage : sinon, il est 
entendu qu'on emploie la projection orthogonale. 

17. Maintenant je vais exposer les solutions des pro- 
blèmes principaux qu'on peut proposer sur la ligne droite 
et le plan. Le dessin qui contient toutes les constructions 
d'un problème se nomme une Épure. Les données et les 
résultats y seront toujours figurés par des lignes pleines^ 
et les lignes de construction, par des lignes ponctuées qu*on 
fera varier selon le besoin. 

Je mettrai une certaine uniformité dans la notation. 
Les grandes lettres A, B, G,... désigneront des points de 
l'espace, et paraîtront rarement dans les épures. Les petites 
lettres a, 6, c,. .. écrites sans accent, seront affectées au plan 
horizontal; accentuées, comme sont a\ b\ </,... elles seront 
réservées au plan vertical. La ligne de terre sera toujours 
désignée par xy; et le plus souvent les lettres grecques 
Af Pi Y9-«« indiqueront des points situés sur cette ligne. 

J'emploie aussi différentes abréviations consacrées par 
l'usage. Le point [a, a'] est celui qui a pour projections a 
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et a!\ la ligné [a6, a'6'], celle qui a pour projections ab et 
a'b' ; et le plan aoLOf celui dont les traces sont aa et a'a. 
Enfin, quand on parle d'un point, d'une ligne, ou d'un plan, 
souvent il faut entendre qu'il s'agit des projections de ce 
point, de celles de la ligne, ou des traces du plan. 

Problèmes. ~ Intersections des droites et des plans. 

18. Problème I. Les projections d'une droite iiani con» 
nueSf trouver ses traces^ c'est-à-dire, les points où la droite 
rencontre les points de projection» 

La droite dans l'espace est l'intersection de ses deux 
plans projetants (9) . Or, le point de rencontre des traces 
horizontales de ces deux plans, est évidemment commun 
aux deux plans ; donc il est un des points de la droite : 
et comme il est dans le plan horizontal, il est la trace 
horizontale de la droite. Un raisonnement semblable prouve 
que l'intersection des traces verticales des deux plans pro- 
jetants est la trace verticale de la droite. 

Soient ab et a'b' (Probl. prem. part. fig. I-l) les projec- 
tions données, qui rencontrent la ligne de terre o^y en a 
et 6'. Le plan vertical élevé suivant ab est un plan pro- 
jetant de la droite (6) : sa trace horizontale est a6, et sa 
trace verticale est une droite, telle que av, perpendicu- 
laire à xy (15, S""). L'autre plan projetant a pour trace 
verticale a'b\ et pour trace horizontale b'h perpendiculaire 
à o^. Le point A où se coupent les traces horizontales, et le 
point V où se coupent les traces verticales, sont donc des 
points de la droite située dans l'espace ; et puisqu'ils ap- 
partiennent aux plans de projection, ils sont les traces 
mêmes de cette droite. 
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Ge qui précède 8e résume dans cette règle générale. 
Pour connaître la trace horisontale d'une droite, prolongez 
sa projection verticale jusqu'à la ligne de terre , et par le 
point de rencontre menés dans le plan horizontal une per- 
pendiculaire à la ligne de terre ; elle ira couper la projection 
horizontale de la droite au point cherché. Pareillement, 
pour avoir la trace verticale de la droite, prolongez sa 
projection horizontale jusqu'à la ligne de terre, et, au point 
d'intersection, élevez dans le plan vertical une perpendi- 
culaire à la ligne de terre , cette perpendiculaire coupera 
la projection verticale de la droite au point demandé. 

Remarques. En changeant les projections ab et a'b\ les 
traces ft et v peuvent prendre diverses positions. 

Dans la fig. I-l^ la trace horizontale h est au-devant de 
la ligne de terre 4 et la trace verticale v est au-dessus. 
Dans la fig. 1-2, la trace horizontale h est encore devant 
la ligne de terre ; mais la trace verticale v est sur la partie 
inférieure du plan verticaL Dans la fig. 1-3, c'est le con- 
traire : la trace horizontale h est derrière la ligne de terre, 
et la trace verticale v au-dessus. Enfin la fig. I-& repré- 
sente le cas où la trace h est sur la partie postérieure du 
plan horizontal, et la trace v sur la partie inférieure du 
plan venical. 

i9. PaoBLÈME IL Les traces de deux plans étant connues^ 
construire les projections de leur intersection. 

Soient m (fig. 11-1} l'intersection des traces horizontales, 
et n' celle des traces verticales. Ces points sont communs 
aux deux plans, et la droite qui les joint dans l'espace est 
évidemment l'intersection de ces plans. Le point m étant 
sur le plan horizontal, il est lui-même sa projection hori- 
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sontale« et^ en abaiasaDt mnd perpendiculaire à icyi Ba prt* 
jettion verticale sera m\ Pareillement « le point n' est liû- 
môme sa projection verticale, et sa projection horizon laie n 
se trouve en menant la perpendiculaire n'n à âcy« Deaci en 
tirant les droites mn et fn!n\ on aura les prejeotions de 
rintersection demandée. 

Cat fariieuli$rs^ l"" Quand l'un des plans donnés à une 
trace perpendiculaire à la ligne de terre« la trace horijon- 
taie par exemple^ ce plan doit être perpendiculaire au plan 
vertical, et par conséquent sa trace verticale est la projec- 
tion verticale de son intersection avec l'autre plan donné. 
Du restCi la construction est la même. 

2'' Supposons que, sur un plan de projection, les traeea 
des deux plans donnés soient parallèles entre elles \ par 
exemple, que ce soient les traces horizontales (figi 11-2)» 
L'intersection des deux plans sera parallèle à ces tracée 
(/nfrod» 23) ; donc la projection horizontale mn de cette 
intersection leur est aussi parallèle (Intr^é 26) , et sa pro- 
jection verticale niv! est parallèle à la ligne de terre* 

Z"* Considérons le cas où les deux plans donnés rencon- 
trent la ligne de terre au même point» Tels sont les plans 
afd et bpy (ûg. II-3) . Alors la construction générale étant 
en défaut, on peut couper ces plans par un plan quelcon-^ 
que, et chercher, comme plus haut, les projections des 
deux droites d'intersection. Les points où ces projections 
se rencontrent sont les projections d'un point commun aux 
deux plans donnés; et comme le point p où oes plans cou- 
pent la ligne de terre leur est commun aussit il s'ensuit 
que les projections de leur intersection sont complètement 
déterminées. 

Assez ordinairement on prend le plan auxiliaire perpen- 
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diculûre à (la ligne de terre : on le considère alors comme 
un nouveau plan de projection sur lequel on cherche les 
traces des plans donnés, et de cette manière, on ramène la 
construction à celle du cas général. Cette solution est déve- 
loppée dans la figure. 

Les traces du plan^auxiliaire y sont représentées par les 
droites ^x, ^%\ perpendiculaires à xy ; elles rencontrent les 
traces du plan apa' en a et a'; et, si on conçoit pour un 
moment le plan vertical de projection rétabli perpendicu- 
laire au plan horizontal, la droite qui joindrait a et a' serait 
la trace du plan apa! sur le plan auxiliaire. Faisons tourner 
ce dernier plan autour de ^a pour l'appliquer sur le plan 
horizontal, le point a ne changera pas, la ligne ^x' se placera 
sur ^y , et le point a' se portera àla distance ^" = ^' ; par 
conséquent, la droite qui unit dans l'espace a et a' sera 
rabattue en aa". 

On trouve de la même manière, sur le plan auxiliaire, la 
trace bb^ de l'autre plan donné. Le point d où elle coupe aa" 
est commun aux deux plans; et il n'y a plus qu'à en déter* 
miner les projections sur les plans primitifs. 

Or, si on absdsse dm perpendiculaire sur ^x, sa projection 
horizontale sera m ; et si ensuite on mène M perpendicu- 
laire sur Py, et qu'on ramène ^ en ^m' sur ^','sa projec- 
tion verticale sera tn!. Donc les projections de l'intersection 
cherchée seront les droites pm et pm'. 

&*" Enfin, soit le cas où les plans donnés sont parallèles 
à la ligne de terre (fig. IH). Alors leurs traces sont paral- 
lèles à cette ligne (Introd. 26) ; leur inlersecdon Test aussi, 
et la construction générale est encore en défaut. Mais on 
remédie à cet inconvénient au moyen d'un plan auxiliaire, 
tout à fait comme dans le cas précédent Dans la figure. 
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ce plan a été pris oblique à la ligne de terre : on aurait pu 
aussi le prendre perpendiculaire à cette ligne. 

20. PaoBLÈME III. Trouver Cinterseetion (ïune droite et 
S un plan. 

La solution consiste à mener par la droite un plan quel* 
conque, à chercher la droite suivant laquelle il coupe le 
plan donné, et à déterminer la rencontre des deux droites. 

La construction est fort simple, quand le plan auxiliaire 
est perpendiculaire à Tun des plans de projection. Soient 
(fig. III-l) aa, aa' les traces du plan donné, et 6c, b'c' les 
projections delà droite. Prenons pour plan auxiliaire le plan 
vertical qui contient la droite : sa trace horizontale sera 6e, 
et sa trace verticale sera mm! perpendiculaire à xy. Soient 
d et m' les points où ces traces rencontrent celles du plan 
donné : abaissez di perpendiculaire à xy, et en tirant m'd! 
vous aurez la projection verticale de l'intersection des deux 
plans. La projection verticale du point cherché doit donc 
être sur m'd\ Elle doit être aussi sur la projection verti- 
cale 6V de la droite donnée ; donc elle est à la rencontre o' de 
ces deux droites. On conclut la projection horizontale o du 
point cherché, en menant sur xy la perpendiculaire o'o. 

On peut obtenir directement le point o, comme on a 
trouvé o\ en prenant le plan auxiliaire perpendiculaire au 
plan vertical. Les traces de ce plan auxiliaire sont n'n et n'b\ 
et elles coupent en n et en e* celles du plan donné. On abaisse 
donc e'e perpendiculaire à xy^ puis on mène en, qui doit 
rencontrer bm au point cherché o. 

La fig. III-2 représente les constructions qu'il faut exé- 
cuter quand le plan auxiliaire, qu'on mène par la droite 
donnée, a une position quelconque. Pour qu'il contienne 
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cette droite, il faut que ses traces passent par eelies de la 
droite. En conséquenoe, je détermine d'abord (18) les traces 
n et m' de la droite donnée [6c, frV] ; puis, par ces traces 
et par un point ^ pris à Tolonié sur xy^ je mène les lignes 
Pp et ^p'. On est assuré que la droite donnée est dans le 
plan p^p\ puisqu'elle y a deux points. 

Cela fait on détermine (19) la droite d'intersection des 
deux plans : c'est-à-dire que par les points d et e\ où se 
coupent les traces de ces plans, on mène des perpendicu- 
laires dd' et é'e sur œy ; qu'ensuite on tire les droites de 
et dV ; et que ces droites sont les projections de l'inter- 
section des deux plans. Or, les projections du point cher- 
ché doivent être sur ces projections, et aussi sur celles 
de la droite donnée [frc, b'c'] ; donc les projecUons de ce 
point sont déterminées. La projection horizontale est en •, 
la projection verticale en o'; la droite eo' doit être perpen- 
diculaire à xy. 

Cas partieulier. Nous ne remarquerons qu'un seul cas 
particulier : celui où la droite donnée est perpendiculaire k 
l'un des plans de projection; par exemple, au plan hori- 
zontal (fig. I1I-3). Sa projection sur ce plan sera un point 
unique o ; et quant à sa projection verticale o'o'\ elle est 
perpendiculaire à xy. Ici le plan auxiliaire cdd' doit être 
vertical, et par conséquent sa trace verticale dd! est aussi 
perpendicul2di*e à xy; mais sa trace horizontale n'est assu- 
jettie qu'à la seule condition de passer au point o. La pro- 
jection verticale du point cherché est marquée en o\ et 
la projection horizontale en o. 

On peut modifier la construction en prenant la trace 
horizontale du plan auxiliaire telle qu'est oe, parallèle à la 
trace horizontale oa; ou bien telle qu'est o^ parallèle à la 
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ligne de terre. Dans le premier cas» rintersection des deux 
plans sera aussi parallèle à ax (Introd* 25) ^ et sa prqjec- 
lion verticale e'o' sera parallèle à xy. Dans le second eas, 
ri&tersecUon des plans sera parallèle à «a'i et par suite la 
projection verticale f'o' le sera aussi. 

Dans le cas particulier qu on vient d'examiner « on peut 
considérer le point o comme la projection horizontale d'un 
point situé dans le plan aoLa\ et il est clair que ce dernier 
point doit être l'intersection du plan aaa' avec la verticale 
élevée en ^. La construction précédente servira donc à ré- 
soudre cette question : Étant donnée tune des projeetioHë 
d'un point iiiui dan$ un pl«n« (rotiver Vautre projeetian* 

21. Problème IV. Déterminer le point d* intenection de 
trois plam donnés* 

Les plans, pris deux à deux, déterminent des droites 
qui passent au point demandé. En conséquence on cherche, 
par le probl. II, les projections de ces droites; quand les 
constructions sont exactes» les trois projections horizontales 
se coupent en un même point, qui est la projection hori- 
zontale du point demandé ; les trois projections verticales 
se coupent aussi en un même point, qui est la projection 
verticale du point demandé; et la droite qui joint ces deux 
projections est perpendiculaire à la ligne de terre. Dans la 
fig. IV, les projections horizontales des intersections des 
trois plans, pris deux à deux, sont ad^ bf, ce; les projec- 
tions verticales sont a'd\ b'f^ cV ; le point cherché est o, o'. 
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22. ProbUmb V. Connaissant tes projections de deux 
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paintêf irauver U$ projeeHùn$ et la vraie grandeur de (a 
droite qui joitU ce$ deux points. 

Soient (fig. V) a et a', fr et b\ les projections de deux 
points A et B. Il est clair qu'en menant les droites ab eta!b\ 
on a les projections de la droite AB qui joint ces deux 
points dans l'espace. Pour en avoir la vraie grandeur, rap- 
pelons d'abord que les lignes aa' et 66' sont perpendicu- 
laires à la ligne de terre, et que les parties ra' et $b' sont 
égales aux distances des points A et B au plan hori- 
zontal (15, &*"). Gela posé, concevons en a et 6 deux ver- 
ticales, Tune égale à ra' et l'autre à sV : les sommets de 
ces verticales ne sont autre chose que les points A et B, et 
la droite qui les unit est la distance cherchée, qu'il s'agit de 
construire en vraie grandeur avec les données de la figure. 

Les deux verticales étant perpendiculaires à ab et situées 
dans un même plan, il s'ensuit que si l'on imagine par le 
point B une parallèle à a6, terminée à l'autre verticale, 
on formera un triangle rectangle qui aura pour base cette 
parallèle égale à a6, pour hauteur la différence des deux 
veiticales, et pour hypoténuse la distance cherchée AB. Or, 
ce triangle est facile à construire : car il suffit de mener, 
parallèlement à xy, la droite 6'm qui rencontre t^a en m, 
de prendre mn = a6, et de tirer a'n. Il est évident que a!n 
est la distance cherchée. 

On peut arriver à la même construction de cette autre 
manière. Quand une droite est parallèle à l'un des plans 
de projection, elle se projette sur ce plan en vraie gran- 
deur : concevons donc que, sur a6, un plan vertical soit 
élevé, lequel contiendra nécessairement la droite AB; puis 
faisons-le tourner autour de la verticale élevé en a, et 
amenons- le à être parallèle au plan vertical de projection. 
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Pendant cette rotation, la ligne ab tourne autour du 
point a, sans quitter le plan horizontal, et vient prendre la 
position de ae^ ligne égale à ab et parallèle à xy. Alors le 
point B se trouve projeté horizontalement en c, et comme 
il n'a pas changé de hauteur, sa projection verticale doit 
être à la même distance de la ligne de terre : par consé- 
quent elle sera en n, à l'intersection des droites en et 6'n, 
Tune perpendiculaire à xy^ et l'autre parallèle à xy. Ainsi, 
a'n sera la projection verticale de la droite AB, après qu'elle 
est devenue parallèle au plan vertical ; donc a'n est la vraie 
grandeur de cette droite. Cette construction revient à 
prendre mn=:ae = a6, comme dans la précédente. 

On peut encore considérer que la droite AB, correspon- 
dant aux projections ab et a'b\ appartient à un trapèze 
dont les côtés parallèles sont perpendiculaires à afr, et 
égaux respectivement à ra' et sV; et que, si ce trapèze 
tourne autour de ab pour s'appliquer sur le plan horizon- 
tal, la droite AB elle-même s'y placera en vraie grandeur. 
En conséquence, perpendiculairement à ab, on prendra 
af = ra\ bg=^$b' ; et cette vraie grandeur sera fg. 

Enfin, on remarquera que toutes les constructions qu'on 
effectue sur le plan vertical peuvent l'être également sur le 
plan horizontal, et réciproquement. 

23. Problème TI. Connaissant les projections d'une droite 
et Sun points trouver celles d^une parallèle menée à cette 
droite par ce point. 

Soient a6, a'6' (fig. VI) les projections de la droite, c, c' 
celles du point; menez cd parallèle à aft, c'd! parallèle à a'b' : 
vous aurez les projections de la parallèle demandée. 

Pour légitimer cette construction, il faut démontrer que 
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àmx droites étant parallèles, leurs projections sur un plan 
quelconque le sont aussi. Et, en effet, d'après une pro- 
position connue {Intrad. 38), les plans projetants de ees 
parallèles sont parallèles entre eux. Dès lors leurs inter- 
seelions avec le plan de projection, ou, en d'autres tppmes, 
les projeetions des deux droites parallèles sont aussi 
parallèles entre elles. 

Si. Pboblèmb VII. Le$ traces d'tin plan éltmt données^ 
ainsi que tune des projecUons d'une droUe siluèê dans ce 
plany trouver Tauêre projection. 

Supposons qu'on donne la projection horizontale de la 
droite, et concevons qu'un plan vertical soit élevé par oette 
projection : son intersection avec le plan (lonni sera la 
droite dont il faut trouver la projection verticale, ce qui 
revient au problème II (10). 

goit a^a' (fig. VU) le plan donné, et be la projeetion 
donnée. Le plan vertical élevé suivant he a pour trace 
verticale nne perpendiculaire ee^ kxy;ei les points b et n', 
où se coupent les traces des deux plans, sont des points de 
la droite qui a pour projection bc. Or, le point b étant dans 
le plan horizontal, sa projection verticale sera sur xy, au 
pied de la perpendiculaire bb\ et le point g\ étant dans Iq 
plan vertical, est lui-même sa projection verticale; donc AV 
est la projection verticale demandée. 

26. Problème VIII. Par un point donnée n^ener un plan 
par^Uilê à un plan donné. 

Boient a, a* (fig. VIIl-1) les projections du point dcHUié, 
et ^6, ^ les traces du plan donné. Les intersections de deux 
pl«ns parallèles sur un plan quelconque sont parallèles entre 
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elles; doue déjà on sait que les traces du plan cherché sont 
parallèles à celles du plan donné. 

Par le point donné [a, al], et dans le plan cherehé, con- 
cevons une droite parallèle à la trace horizontale de ce plan ; 
elle sem aussi parallèle à fib, et dès lors ses projeetipns 
sont foeiles k eonstruire i car sa projection horizontale aé 
doit passer au point a et être parallèle à ^6, tuidis que sa 
projection vertici^e a!âl doit passer en a! et être parallèle à 
sfy. Smt d^ la trace vertici^le de cette droite ; elle devra 
être sur la trace verticale du plan cherché i donc, si 
par ce peint on mène d'«' parallèle à ^^', op aura la traeo 
verticale de ce plan. Pour en avoir la trace horizontale, on 
prolonge la trace verticale jusqu^au poi^t f sur ^, et en 
mène yc parallèle à ^b. 

Si Ton veut avoir une vérification, on peut chercher 
directement un point de la trace horizontale, comme on en 
a trouvé uq de la trace verticale; e'est-à-dire qu'on mènera 
par le point donné une parallèle à pb\ laquelle a pouf 
projections ae et a'e'; qu'on déterminera )e point « ej| 
elle perce le plan horizontal, et que ce point appavtiendpa 
à la trace horizontale du plan demandé. 

Àuire êolution. Le problème se résout d'une m^ère 
plus générale en menant dans le plan donné une droite 
quelconque, et par le point donné une parallèle à cette 
droite. Cette parallèle devra être tout entière dans le plan 
cherché : par suite, les intersections de cette parallèle avec 
les plans de projection feront connaître un point de ekaeune 
des traces du plan cherché ; et comme les traees dq ce plaa 
doivent être parfiUèles à celles du plan donné* ^Uea seront 
fiMilee à emiflitFuire. Gea traces doivent rencontrer la ligne 
de t«Te au même peint. 
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Soient encore a, a' (fig. VIII-2) les projections du point 
donné, et ^6, ^' les traces du plan. Je prends à volonté sur 
ces traces les points m et n\ et j'abaisse les perpendicu- 
laires infn\ n'n sur xy. Le point m' est la projection verticale 
du point m ; le point n est la projection horizontale du point n'; 
et par suite les droites mn, m'n' sont les projections d'une 
droite située dans le plan 6^'. Pour avoir les projections 
d'une droite parallèle à cette ligne et passant au point 
donné, je mène ap et a'p^ respectivement parallèles à mn 
et à mV. Alors je cherche les traces p et 9 de cette parallèle, 
puis je mène py et çy respectivement parallèles à ^b et ^b' : 
ces droites sont les traces du plan cherché ; elles doivent 
aller couper la ligne de terre au même point 

26. Problème IX. Faire pasier un plan par trois points 
donnés. 

Cet énoncé signifie que l'on connaît les projections de 
trois points, et qu'on veut trouver les traces du plan qui 
passe par ces points. A cet effet, on mène des droites par les 
points donnés, pris deux à deux ; on détermine les points 
où elles rencontrent les plans de projection, et on a ainsi 
trois points de chaque trace du plan. Si les constructions 
sont faites avec précision, les trois points de chaque trace 
seront en ligne droite, et de plus les deux traces couperont 
la ligne de terre au même point. 

Dans la fig. IX, les projections du triangle formé avec 
les trois points donnés sont représentées par abc et o'ôV ; 
le côté [a6, a'b'] rencontre les plans de projection en h et 
v; le côté [ae, o'c'J.en h' et «'; et le côté [6c, fc'c] en hf et 
v". En conséquence, la trace horizontale du plan cherché 
passe aux points h, h\ h'' ; la trace verticale aux points 
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r, v\ v"', et ces deux traces doivent couper la ligne xy au 
même point (. 

Remarque, Dans des cas particuliers, il peut se faire que 
la droite qui unit deux des points donnés soit parallèle à 
l'un des plans de projection, au plan vertical, par exem- 
ple. Alors le point où elle perce ce plan doit être considéré 
comme situé à l'infini, et il ne peut plus servir dans la 
construction ; mais aussi faut*il alors remarquer que la trace 
verticale du plan cherché doit être parallèle à la droite dont 
il s'agit, ou, ce qui est la même chose, à sa projection 
verticale. 

27. Problême X. Par un point et par une droite donnés 
faire passer un plan. 

Par le point donné, menez une parallèle à la droite 
donnée, elle sera comprise dans le plan cherché. C'est 
pourquoi Ton déterminera les traces de ces deux lignes : 
on mènera une droite par les deux traces horizontales et 
une autre par les deux traces verticales; et alors on con- 
naîtra les traces du plan cherché, lesquelles doivent croiser 
la ligne de lerre au même point. 

Dans la fig. X, les projections du point donné sont a et 
o', celles de la droite donnée sont bc et b'c\ et celles de la 
parallèle à cette droite sont ad, a'cT. Ces deux lignes ont 
pour traces horizontales les points c et e, pour traces verti- 
cales les points b' et d' ; et par suite les droites ce et b'd' 
sont les traces du plan cherché. 

Remarque. Au lieu d'une parallèle à la ligne donnée, on 
pourrait employer une droite passant par un point quelcon- 
que de cette ligne et par le point donné. Il faut alors se 
procurer les projections d'an point appartenant à la ligne 

4 



[^ç« (»'çl t ç^ P^r <^^^ i' ^^V^^^ ^6 prendre sur 6c et ^'c\ ^eu\ 
points placés sur une même perpendiculaire à xu (16^ 4**^- 
On JOHU ^^^ 0^1^^ points respectivement ^vec q et; 4', et la 
Qpq9|ruc(iPQ $'dc}iève Qompfie plus hs^ut. 

28. Problème XL Par une droite donnée f air ei passer un 
plan parqllêle à une droite donnée. 

On prendra (fig. XI) un point quelconque [/", f] sur la 
première droite [ab, a'fr'], et par c^ point on mènera une 
parallèle à la seconde [çd, c'a']. Le plan demandé doit conte- 
nir cette parallèle et la première droite, de sorte qu'il suffit 
de déterminer les traces de ces deux lignes pour connaître 
deux points de chacune des traces du plap. La construction 
est facile à suivre sur la figure. 

S9. Problème XIL Par un point donné mener un plan 
parallèle à deux droites données. 

Par le point donné menez des parallèles aux droites 
données; puis déterminez les intersections de ces parallèles 
avec les plans de projection : on a ainsi deux points de 
chaque trace du plan demandé (voy. la fig. XII). 

« 3p. paoBLËMç }^III. !ff ouver wie droite qui pc^ssf pqr vn 
point donnée et qui rmcçtntre deux droites (içnnée^. 

Preini^re ^olutiofi (fig. XIII-1). GpQStruisez les traces 
d'un preipipr plan, passa^nj; par le poipt Pt p^r l'^Re fl^ 
drQitf^§ (^7) ; cpnstruisez aussi les traces d'un second pl^n 
passant par le même point et par Tautre drpitg; la ligne 
c^çna^Qdég ^Qyç^^t ^trç çl^^ns ces deq» plaq§ à l^ fy% pe 
seri^ m\v^ fluç lev(r intersection. 

Sp^^t 9, qf |ea projections dp ppint donné ; ei( épient bç. 
b'ç' ^ (j^, d'e' celles de^ droites. Pu effeptpapt 1^ çonstruç- 
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lions qu'on vient d'indiquer, on trouve que les traces du 
premier plan sont 5a et ac'; que celles du second sont d^ 
e( Pe' ; Tintersectiou des deux plans a pour projection gf et 
fiff. C'est cette intersection qui est la ligne cherchée (19). 

Il y a trois vérifications : 1° cette intersection doit passer 
au point donné; 2** elle doit rencontrer la première droite 
donnée ; 3" elle doit rencontrer aussi la seconde. 

Seconde solution (fig. XIII-2). On détermine le plan d^e\ 
qui passe par le point donné [a, a'] et par la droite donjiée 
[de, d'e] ; on cherche, par la construction ordinaire (20) , 
rimersectipn [/", {'] de ce plan avec l'autre droite [6ç,^V]; 
puis on joint cette intersection avec le point donné, pn ^ 
ainsi la droite demandée, qui devra, en général, rencontrer 
la première droite. 

Troisième solution (fig. XIII-3) . Prenez à volonté |es deu^ 
points [w, m'] et [«,n'] sur la ligne donnée [de, d'e']; imaginez 
deux droites passant respectivement par ces points et par 
le point donné [a, a']; déterminez les points [p,p']et (g, g'] 
où ^Ues rencontrent le plaq vertical élevé sur 6c, lequel 
cgnljent évicjpmment l'autre droite donnée. Cette seconde 
droite rencontre la^ droite [p^, p'ç'] qui passe par les deux 
points ainsi déterminés, eu un point [/*, f] ; et il est clair 
c[u'eq joignant ce point au point donn^ [a, a% op a i^ne 
droite [af^ oîf] qui est située dans un même plan avec 1^ 
première des droites doqnées, et qui par conséquent cloit 

V II*. 

la Rencontrer. Cette droite, passant a^ point donné et ren- 
contrant les deux droites données, ea\ la ligne deniiaqdée. 

prpi(e§ 0^ plan? i>e^endiça(aires. 
81. |^|^p|i{.|^ME Xiy. Abcfissex d'w^ point ^onni unefer- 
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pendiculaire sur un plan^ et déterminer msuite le pied et la 
vraie grandeur de cette perpendiculaire. 

Démontrons d* abord que les projections de la perpendi- 
culaire sont perpendiculaires aux traces du plan donné. Le 
plan qui projette cette ligne sur le plan horizontal est per- 
pendiculaire à la fois au plan horizontal et au plan donné 
{Introd. 85) : donc, réciproquement, ceux-ci sont perpen- 
diculfûres à ce plan projetant, et par conséquent leur inter- 
section Test aussi {Introd, 37). Or, cette intersection est la 
trace horizontale du plan donné ; donc cette trace est per- 
pendiculaire aux lignes situées dans le plan projetant ; donc 
elle Test à la projection horizontale de la perpendiculaire. 
Même raisonnement à F égard de la projection verticale. 

Cela posé, par les projections a et a' du point donné 
(fig. XIV), menons a6, a' 6' respectivement perpendiculaires 
aux traces am, am' du plan donné ; on aura ainsi les projec- 
tions de la perpendiculaire demandée. Par une construction 
connue (20), on détermine les projections b et b' du pied 
de cette perpendiculaire, c est-à-dire du point où elle ren- 
contre le plan donné. Enfin, par une construction égale- 
ment connue (22) , on en trouve la vraie longueur. 

32. Pboblème XY. Par un point mener un plan et une 
droite perpendiculaires à une droite donnée. 

Cherchons d'abord les traces du plan perpendiculaire 
à la droite donnée. D'après le numéro précédent, elles 
doivent être perpendiculaires aux projections de cette 
droite ; par conséquent il suffira d'avoir un point de l'une 
de ces traces pour les connaître toutes deux. Soient a, a' 
(fig. XV) les projections du point donné, et 6c, b'c' celles 
de la droite donnée. Par le point [a, a'], imaginez une 
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horizontale parallèle à la trace horizontale du plan cherché : 
sa projection horizontale devant être parallèle à cette trace, 
sera perpendiculaire à la projection horizontale 5c de la 
droite donnée, et dès lors cette projection est une ligne con- 
nue ad. Quant à la projection verticale de cette horizontale, 
ce sera une droite a'd! parallèle à xy. Or, cette horizontale 
est tout entière dans le plan demandé; donc on aura un 
point de la trace verticale de ce plan en cherchant la ren- 
contre d' de cette horizontale avec le plan vertical. Alors on 
mène, par ce point, la droite am' perpendiculaire à b'c' ; puis 
on roètie am perpendiculaire à la projection de : le plan 
cherché est wiam'. 

Il faut encore trouver les projections de la perpendicu- 
laire abaissée sur la droite donnée. Â cet effet, on cherchera 
les projections p et p de l'intersection de cette droite avec 
le plan tnam', puis on mènera ap et a'p' : ces droites seroni 
les projections demandées. 

Remarque. On peut présenter d'une autre manière la 
construction du plan perpendiculaire mam'. D'un point 
quelconque de la ligne de terre abaissez des perpendicu- 
laires sur les projections de la droite donnée; elles seront 
les traces d'un plan perpendiculaire à cette droite. Alors 
il ne s'agira plus que de faire passer par le point donné un 
plan parallèle à un plan, problème déjà résolu (25). 

Angles dds droites et des plans. 

33. Problème XVI. Connaissant les projections d!une 
droite^ trouver les angles qu'elle fait avec Us plans de pr o- 
jection. 

Si d'un point pris sur une oUique à un plan, on abaisse 
une perpendiculaire sur ce plan, et si on tire une droite du 
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pied dé l'obliqué à celui de la perpendiculaire, c'est i'àii- 
gle (Compris entre celte droite et l'oblique, qui mesure l'in- 
clinaison de Toblique par rapport au plan [Iniroi. 18). 
C'fest-à-dire, en d'autres termes, que Tinclinàison d'une 
droite à l'égard d'un plan se mesure par l'angle qu'elle fait 
avec sa projection sur ce plan. 

Soient donc (fig. XVI) ab et a'b' lès projections d'une 
droite : je vais construire d'abord l'angle de cette droite 
avec sa projection horizontale. A cet effet, je détermine les 
traces a et b' de la droite, puis je fais tourner le plan abb* 
autour de 66' pour le rabattre sur le plan vertical. Dans 
ce mouvement la ligne ab ne change pas de grandeur; et 
comme elle reste toujours perpendiculaltë à 66', elle pren- 
dra une position telle que bm sur xy. En même temps, là 
droite qui joint, dans l'espace, les points a et 6'seplaceeti 
fc'm, et par suite l'angle cherché se rabat en vraie grandeur 
sur l'angle 6'm6. 

On pourrait aussi obtenir cet angle dans le plan horizon- 
tal, en faisant tourner le plan a66' autour de ab t alors la 
verticale 66' se placerait sur une perpendiculaire à a6, 
comme est n6, et l'angle cherché serait nab. 

Quant à l'angle de la droite avec le plan vertical, on le 
construit d'une manière analogue. C'est apa' sur le plari 
horizontal, ou qb'a' sur le plan vi^rtical. 

Quand les points a et b' sont très éloignés, voici com- 
ment on peut en éluder Ttuiiploi. Prenez deux points quel- 
conques sur la droite, et soient c et c\ d et â\ les projec- 
tlotis de ces |)oints. Pour avoir l'inclinaison de la droite à 
l'égard du plan horizontal, imaginez par le point [d, d!] une 
liâtàlléle â ab, et cherchez Tailgle qu'elle fait avec la droite. 
Pour cela, il suffit de faire tourner le plan vertical qui 
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contient tel angle autour de la verticale éleyée tû D, àfln 
de l'amener à êire parallèle au plan vertical dé prtijëétiéni 
Alors Tangle cherché se projette, sur ce plàd^ ^illVftnt là 
vraie grandeur en. On trouverait de là tAiHhé âlidiëre 
Tângle de la droite avec le plan verticale 

34. Problème XYII. Connaissant les iraeès d'Un plaAs éh 
propose de trouver les angles de ce plan atec thaqUe ^lan de 
projection^ ainsi que C angle des deucô trates. 

Soint qp et qr (Og. XYll) les traces d'un pltti : Cher- 
chons l'angle qu il fait avec le plan horizontal. En général, 
l'angle de deux plans est mesuré par celui que fdrment 
entre elles deux perpendiculaires élevées, dans ces plâfid, 
par uh point de leur intersection {Introd, A0)« En consé- 

m 

quence, dans le plan horizontal je mène ab përpeiidiea- 
laireà la trace pq, et dans le plan vertical j'élève 6c per- 
pendiculaire à la ligne de terre : la droite qui jolfat* dans 
l'espace, les points a et c, est dans le plan donné, et, d'ft- 
près un théorème connu, elle doit être perpefadiculalre i p; 
(Introd. 19). Ainsi, l'angle qu'elle f^it avec ab est celai 
qu'il s'agit de construire. 

Cet angle fait partie d'un triangle rectangle doht ûb est là 
base, dont bc est la hauteur, et qu'il est facile de rabattre 
sur l'un des plans de projection. Pour le rabattre sur le 
plan vertical on le fait tourner autour dé 6c : oii prend, ^ur 
la ligne de terre, 6A = 6a ; l'angle cherché est cA6. Peut* lé 
rabattre sur le plan horizontal, on élèverait à àb la perpen- 
diculaire 6G égale à 6c; l'angle cherché serait Ga9w 

L angle du plan donné avec le plan vertical se eonstniU 
de la même manière. On mène bd perpendiculaire à la traeé 
qr^ et 6e perpendiculaire à ory. La droite qui, dan<^ l'espace, 
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unit les points d et e^ fait avecdb l'angle demandé ; on peut 
rabattre cet angle soit sur le plan horizontal, et ce serait 
eD6, soit sur le plan vertical, et alors ce serait Edb. 

Il reste encore à connaître l'angle des deux traces, et 
l'on y parvient au moyen d'un nouveau rabattement. J'ai 
dit plus haut que la droite menée, dans l'espace, entre a 
et c, est perpendiculaire hpq : de là il résulte que, si le 
plan donné pqr tourne autour de sa trace pq pour s'appli- 
quer sur le plan horizontal, cette droite viendra se diriger 
suivant ac' perpendiculaire à pq. D'ailleurs, la distance cq 
ne change pas : donc le point c ira se placer à l'intersec- 
tion d de la droite ad et de la circonférence décrite du 
centre q avec le rayon cq. Par suite, la trace qr coïncidera 
avec la droite qs menée par les points qetd; et Taogle 
des deux traces sera pqs. On doit avoir ac'=aC = cA. 

35. Problèmb XVIII. Construire t angle de deux droites 
dont on connaît les projections. 

Quand les deux droites ne se coupent pas, on en est averti 
parce que le point de rencontre de leurs projections hori- 
zontales et celui de leurs projections verticales ne sont pas 
sur une même perpendiculaire à la ligne de terre (13). Alors 
on leur mène des parallèles par un point quelconque ; l'angle 
de ces parallèles est celui des droites données. 

Soient (fig. XVIIM) a et a', ab et a'b\ ac et aV, les pro- 
jections de ce point et des deux parallèles. Déterminez les 
rencontres 6 et c de ces deux lignes avec le plan horizontal, 
et tirez bc. On pourra considérer cette droite comme la base 
d'un triangle dont le sommet est projeté en a et a' : c'est 
l'angle opposé à cette base qu'il faut trouver, et pour cela 
on construira le triangle. 
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1^ A cet effet, j'abaisse ad perpendiculaire sur bc, et j*ima- 

n gine qu'une droite soit menée du point d au sommet [a, a'\. 

En vertu d'un théorème connu (Inlrod. 19) , elle sera per- 
? pendiculaire à bc; de sorte que, si le triangle tourne sur sa 

i base bc pour s'appliquer sur le plan horizontal, cette per- 

pendiculaire ira se placer dans la direction de da. Il ne reste 
\ donc plus qu'à trouver la vraie longueur de cette perpen- 

\ diculaire. Or, il est évident qu elle est l'hypoténuse d'un 

i triangle rectangle dont les côtés sont égaux à ad et a'm ; 

I par conséquent, sur xy on prendra md' = ad, et a'd' sera 

cette hypoténuse. On la portera de d en A, et on mènera 
les droites &A, cA. Alors le triangle esl construit, et Tangle 
cherché est bkc. 

Pour construire le triangle on s'est servi de sa hauteur ; 
on aurait pu aussi employer les côtés. Les projections ho- 
rizontales de ces côtés sont ab et ac^ les projections verti- 
cales sont fl'6' et a'c': donc pour avoir leurs vraies lon- 
gueurs, on prendra mV' = ab^ me" = ac^ puis on tirera les 
hypoténuses a'fc'", a'c"". Alors on décrira deux arcs, l'un 
dy centre b avec un rayon égal à a' 6" et l'autre du centre 
c avec un rayon égal à a'c" : l'intersection de ces deux arcs 
détermine le sommet A, et par suite l'angle 6Ac. 

Cas particuliers, l"" La construction générale suppose 
que les deux côtés de l'angle rencontrent le plan hori- 
zontal. Supposons (fig. XVIlI-2) que l'un d'eux, celui dont 
les projections sont ac et aV, soit parallèle à ce plan. Dans 
ce cas la trace horizontale bf du plan qui contient l'angle 
est parallèle à ac. Du reste, on peut encore rabattre cet 
angle sur le plan horizontal au moyen de la perpendicu- 
laire ad. La seule différence qu'il y ait avec la construction 
générale, c'est que le côté horizontal doit rester parallèle 



58 l>liEli]ÈiiÊ PAtifiË. 

à bf^ et prendre une position telK^ que AG. Si leddeui droites 
données étaient parallèles au plan horizontal, il est évident 
que leurs projections sur a; plan fo^nle^aîent un angle égal 
à celui des droites elles-mêmes. 

2'' La construction générale (suppose aussi qUe le Bbitimet 
de l'angle est hors du plan horizontal. S'il n'en est pas 
ainsi, on peut mener, par un point pris sur Tun des cOtés 
de l'angle, une parallèle à l'autre côté : l'angle qiie cette 
parallèle forme avec le premier côfé est égal à Tahgle cher- 
ché, et se détermine sans difliculté. Le cas dont il s'agit est 
développé dans la lig. XVlII-3. I^es droites dont on cherche 
l'angle ont pour projections ab et a'6\ at et aV } la parallèle 
menée, à la seconde droite, par un point de là première, 
est pnjetée en fty et fty' ; et l'angle de cette parallèle avec 
la première droite est rabattu en aAy. 

30. Problème XIX. Par le point d* Intersection de deux 
droites données^ mener une droite qui divise en deux parties 
égales Vangle de ces droites. 

Supposons (fig. XIX) que les projections de la première 
droite soient afr, a'b\ et que celles de la seconde soient ae, 
a'c'. Je construis d'abord, comme dans le problème précé- 
dent« l'angle bhc formé par ces lignes et je mène Kf qui 
divise cet angle en deux parties égales. Il est clair que si 
on relève le triangle bkc pour le remettre dans sa première 
situation, la ligne A.f deviendra celle qui est deinaiidée, et 
dont il faut déterminer les projections. Or, pendant ce 
mouvement, le point /*, où cette ligne coupe 1h base ftc, ne 
change pas; et comme il appartient au plan horieontal, il 
est lui-même sa projection horizontale. On obtient sa pÎD- 
jection verticale/' en abaissant ff perpendiculaire à xy. Les 
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projections de la droite cherchée doivent donc passer, l'une 
au point f, l'autre au point f. D'ailleurs elles doivent 
passer aussi par les projections a et a' du somajet de l'angle; 
donc enfin les projections de cetie droite sont afei à^f\ 

Remarque, Si l'on veut que la droite cherchée divisé 
l'angle des droites données en deux parties qui soient dans 
un rapport quelconque, il suflira de mener la ligne A/" de 
manière qu'elle divise l'angle b^c selon le rapport donné. 
Du reste la construction ne change pas. 

87. Problème XX. Construire [angle d'une droite et a un 
plan. 

Si d'un point quelconque de la droite on abaisse une per- 
pendiculaire sur le plan, l'angle de ces droites aura pour 
conaplément l'angle cherché. Ainsi la question est ranaenée 
à construire l'angle de deux droites. 

Soient donc (flg. XX) am, am', les traces du plan, et a 6, 
a'fi', les projections de la droite. Sur ces projections je 
prends les points a et a' de manière qu'ils soient sur une 
même perpendiculaire à xy^ et par ces points je mène les 
perpendiculaires ac, a'c\ sur les traces du plan : elles 
seront les projections d'une perpendiculaire abaissée sur 
le plan par un point de la droite donnée (81). Alors je 
construis, comme dans le n** 35, l'angle de cette perpendi- 
culaire avec la droite; et l'angle 6Ac, ainsi trouvé, a pour 
complément l'ani^le clierché. Donc, si on élève Aft perpen- 
diculaire à Ac, cet angle cherché sera bkh, 

88. Problème XXI. ConsiruireVangle de deux plant. 
On peut ramener cette (luestion à l'angle de deux droites : 

car» si d'un point quelconque pris dans l'angle des plans 
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on abaisse des perpendiculaires sur ces plans, on sait que 
Tangle de ces perpendiculaires est le supplément de l'angle 
des plans {Intrad. à7). Mais la question se résout plus 
simplement de cette s^utre manière. On mène un plan per- 
pendiculaire à l'intersection des plans donnés, lequel coupe 
ces deux plans suivant des droites qui font entre elles l'angle 
demandé; et, pour connaître cet angle, on rabat son plan 
sur Tun des plans de projection. C'est cette solution que 
je vais développer. 

Soient (fig. XXI) les plans aaa', a^'. Je détermine la 
projection horizontale ab de leur intersection ; et comme 
les traces d'un plan perpendiculaire à une droite doivent 
être perpendiculaires aux projections de cette droite (31), 
je mène perpendiculairement à a6 la droite gch, que je con- 
sidérerai comme la trace horizontale d'un plan perpendi- 
culaire à l'intersection des plans donnés. C(\ plan coupe les 
plans donnés suivant deux droites qui passeut, l'une en y, 
l'autre en h, et qui forment avec gh un triangle dans lequel 
l'angle opposé à gh est l'angle demandé. 

Faisons tourner ce triangle autour de sa base gh pour le 
mettre dans le plan horizontal. Le sommei de ce triangle 
' est dans le plan vertical aba' : or, ce plan est perpendiculaire 
à ghf puisque gh l'est à ab\ donc la droite qui joint le 
point eau sommet du triangle est perpendiculaire à gh: 
donc, par le rabattement, elle vieudi a se pincer suivant la 



I 
direction ca. Il reste à trouver sa vraie lun^uMir. 



Observez que le plan du triangle est perpendiculaire à 
l'intersection des plans donnés, qutj la droite dont il s'agit 
est dans le plan du triangle, ei que par suite elle est aussi 
perpendiculaire à cette intersection. Pour l'avoir en vraie 
grandeur, laites tourner le plan vertical aba' auteur de sa 
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trace verticale 6a' jusqu'à ce que ba vienne se placer sur 
xy. Les points a et c décriront les arcs de cercle ap, cq^ 
autour du centre 6, et prendront les positions p et q. Alors 
l'intersection des deux plans donnés sera placée sur a!p^ 
et la distance cherchée sera la perpendiculaire qr^ abaissée 
sur a'p. Portez donc gr de c en N, et tirez les droites N<y, 
NA ; (/Nft est l'angle cherché. 

39. Problème XXII. Trouver un plan qui passe par l'in^ 
tersection de devx plans donnés^ et qui divise T angle de ces 
plans en deux parties égales» 

Je suppose (fig. XXII) qu'on ait effectué les constructions 
du problème précédent, et que g^h soit l'angle des plans 
donnés aoLa\ a^a'. Je partc^ge cet angle en deux également 
par la droite Nfc, qui rencontre gh au point fc; puis, je re- 
maïque que si on relève le plan de cet angle pour lui rendre 
sa véritable position, la ligne N/c viendra se mettre dans le 
plan demandé. Or, cette ligne ne cesse pas de passer au 
point k; et comme ce point est sur le plan horizontal, il 
s'ensuit qu'il appartient à la trace horizontale du plan de* 
mandé. D'ailleurs les traces de ce plan doivent passer, 
Tune en a, et l'autre en a'; donc ce plan est ah(a'. 

40. Problème XXIII. Réduire à thorizon tangle de deux 

droites. 

Quand on veut faire la carte d'un pays, on imagine que 
tous les points remarquables qu'on doit y figurer sont 
joints entre eux par des droites, de manière à former des 
triangles; puis, si tous les points sont de niveau, on rap- 
porte ces triangles sur la carte en construisant des triangles 
semblables, d'après une échelle convenue. Mais si les points 
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^oï\t inégalement élevés, comme cela arrive dans les con- 
trées montaigneuses, on conçoit d'abord tous le$ triangle? 
projetés sur un plan horizontal ; et les triangles résultait 
de ces projections sont ceux qu'on rapporte sur la carte au 
ippyen de triangles semblables. 

Ainsi, la carte ne doit point indiquer les angles tels qu'ils 
sont dans l'espace, mais seulement leuis projections, et 
quand on propose de réduire à l'horizon l'angle de deux 
droites, c'est sa projection sur un plan horizontal qu'on 
veut connaître. A cet effet, on uïesure immédiatement sur 
Je terrain non seulement l'angle des deux droites, mais 
encore ceuj^ qu'elles forment avec le fil à plomb ; et telles 
sont le^ données avec lesquelles on résout la question pro- 
posée. Pour plus diB clarté, je représenterai par L et L' ]es 
deux droites, par A l'angle qu elles font entre elles, par V 
et Y' les deux autres angles. 

Dans le plafl vertical de projection (fig. XXIII), j'élèye tnn 
perpendiculîiire à la ligne de terre xj/, je fais l'angle mnp 
égal à V, et je considère ce plan de projection comme le 
plan même de l'angle V, ce qui est évidemment permis. 
Alors la ligne np est celle qu'on a désignée par L, et on doit 
se représenter l'autre ligne L', comme passant au point n, 
où elle fait avec mn Fangle V, et avec np l'angle A dont 
on demaqde la projection horizontale. Le côté L v^ncoqtre 
le plan horizontal au point p ; et la question se réduit à 
4éterminer le point d'intersectioq du côté L' avec ce même 
pl^. A cet effet, je mène la droitç nq qui fait avpc mn 
Vapgle mtiq = V, et qui coupe xy en q; puis, du ceptre m 
avec \^ rayon mq, je décris l'arc indéfini qa. Lp côté V ne 
ppufr^ Tisncontrer le plan horizontal qu'en un point de cet 
arc ; 4^ sorte qu'il çulfica dç trouver l^ dUtaqcp de ce pqjpt 



ap point p. Or cette distance, considérée dans le plan de 
FaQgle A9 çst la base d*un triangle dont les côtés sont égaux 
à f?p et nq\ donc si je fais l'angle pnr = A et si je prends 
»ir = nq, la droite pr sera égale à la distance cherchée* 
Alors, du centre p avec le rayon pr, je décris l'arc rft; et 
le point f , où il coupe Tare ça, est le point d'intersection 
du second côté L' avec le plan horizontal. Donc mp et ms 
sont les projections des côtés L et L' ; donc enfin l'angle pm9 
est celle de l'angle A. 

Plus courte distance de deux droites. 

Al. PfippLÈJHE XÎIV. Construire la plu$ courte distance 
de deux ^roite$ non situées dans le même plan» 

La construction est indiquée dans l'introduction p. lA;si 
elle p'était point déjà connue, voici cornaient on y arriverait : 

Soient A et B les deux droites données (fig. a, pi. IV) . 
Par la droite A , faites passer un plan PP parallèle à la droite B. 
Cette jdroite B sera partout à la même distance du plan PP, 
et comme la plus courte distance demandée doit joindre 
qp poipt de la droite B avec un poi[)t de ce plan, U s'ensuit 
qu'^ll^ pe peut pas être moindre que la perpendiculaire 
a|)aisséQ d!ifn point de la droite B sur le plan PP. II faut 
donc ^^iner si elle peut lui être égale. 

Supposons qu'on ait eilectivement abaissé une perpendi- 
culairQ sur le plan PP par un point de B, et que par le 
pied (le cette perpendiculaire, on mène une droite C pa- 
r^lèle j^ B. Puisque le plan PP est parallèle à S, cette 
p^allèle esl^ tout entière dans ce plan {Iniroi. 26, cor. D, 
et par su|^p e)le doit rencontrer 1^ droite A* Qr, ai on mène 
par le pp|nt d'interaction une parallète à la perpendiculaire 
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qui a été abaissée sur le plan PP, elle sera dans un même 
plan avec la droite B, et le segment de cette parallèle com- 
pris entre les droites A et B est évidemment égal à cette 
perpendiculaire ; donc ce segment est la plus courte dis- 
tance demandée. 

Appliquons la méthode des projections aux constructions 
qu'on vient d'expliquer. Soient a6, a'b' (fig. XXIV), les pro- 
jections de la droite A; et cd, c'd\ celles de la droite B. Il 
faut d'abord mener le plan PP, qui passe par A et qui est 
parallèle à B : c'est le problème XI. Je prends donc sur A un 
point [o, d] par lequel je mène une parallèle [om, o*w!] àB; 
je construis les traces m et vl de celte parallèle; je con- 
struis aussi les traces a et b' de la droite A ; puis je tire les 
droites ama et a6V, qui sont les traces du plan PP. 

Il faut ensuite abaisser, par un point de la droite, une 
perpendiculaire sur ce plan. Si on prend le point [p, p'] on 
aura les projections de cette perpendiculaire en menant, sur 
les traces du plan m%n\ les perpendiculaires pg, pY (31)'; 
puis on trouvera, par la construction connue (20), les pro- 
jections r et r' du pied de cette perpendiculaire. 

Alors, pour avoir les projections de la parallèle C, menée 
par ce point à la droite B, je trace rs et rV respectivement 
parallèles à cd et c'd'. Ces projections rencontrent celles de 
la droite A aux points « et s' : or ces points doivent être 
les projections de l'intersection de la ligne A avec la paral- 
lèle G ; donc, en menant de ces points les lignes si et «Y, 
parallèles aux projections de la perpeiîdlculaîre et termi- 
nées à celles de la droite B, on aura les projections de la 
plus courte distance demandée, et il sera facile ensuite d'en 
avoir la vraie grandeur «V, Il est inutile d'avertir que les 
droites i$' et ti doivent être perpendiculaires sur xy. 
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Retnarques. Supposons que la droite B rencontre Â : alors 
le plan PP n'est autre que celui de ces deux droites. La 
ligne sur laquelle se mesure la plus courte distance est tou- 
jours perpendiculaire à ce plan ; mais comme elle passe au 
point d'intersection des deux droites, il s'ensuit que la 
plus courte distance est nulle. 

Quand les deux droites A et B sont parallèles, la ligne 
menée parallèlement à B, par un point de Â, se confond 
avec cette dernière droite ; le plan PP est donc indéterminé, 
et la construction générale est en défaut. Mais dans ce cas 
on obtiendra facilement la plus courte distance en abais- 
sant, d'un point quelconque pris sur l'une des deux droites, 
une perpendiculaire sur l'autre. 

Solutions dds différents cas de Tangle trièdre. 

hi. Problème XXV. Étant données les trais faces d'un 
angU trièdre^ trouver les trois inclinaisons. 

Dans un angle trièdre il y a trois faces et trois inclinai- 
sons; ou, en d'autres termes, trois angles plans et trois 
angles dièdres. Si l'on propose de déterminer trois de ces 
parties au moyen des trois autres, il y aura six cas à exa- 
miner : car les données peuvent être prises suivant six 
combinaisons difiërentes. En effet, on peut prendre comme 
données : l"* les trois faces ; 2'' deux faces et l'inclinaison 
comprise; 3° deux faces et l'inclinaison opposée à l'une 
d'elles; &* une face et les deux inclinaisons adjacentes ; 
b"" une face, une des inclinaisons adjacentes et l'inclinaison 
opposée ; 6* les trois inclinaisons. 

Mais il est facile de voir qu'on peut ramener les trois 
derniers cas aux trois premiers, au moyen de l'angle trièdre 

s 
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fliiipt^littieKittdîè (IMf . â8). Nommoiift a» ti e tn tubm ^ac 
tagte trièdre, et «^ p^ y» 1^ indinftiaoïis ; ftuppùdons, par 
eMtnpIei qii'ott comiûsde les ttck incUnaîsotis, a, ^ 7» ei 
q«L'M veuille trouver les faces «, 6, c. On pretodim lee sup^ 
pléments «\ (\ c/ des indmainonsi savoir t m' «k 180* • — «, 
6' = 180*— ^, (/=180*— y; eftces suppléments seront les 
fiioes de Taûgle trièdre supplémentaire. Or, suppesans ^«1*00 
saohe trouver les indinaisons des faces dans oe novt^ft 
BXifih trièdre, et désignons ces indinaisons par a', p\ ^\ 
On en prendra les suppléments, et alors on connattra les 
facesdu premier angle trièdre : aa=180'--oi', 6«==:ieo» — p\ 
e==180*'-^y. SemUablement, le quatrième <ûas se rédoit 
au second, et le cinquième au troisième ; par conséquent 
ii suffira de considérer les trois premiers. 

Celui qui est proposé dans renoncé doit être traité d'a- 
bord. Mais je rappellerai auparavant que deux conditions 
deivent teujoin» être remplies pour qu'on paisse former un 
angle trièdre avec trots faces données : c^est que la soi&bk 
des firois faees soit [moindre que quatre angles droilSt et 
que la plttSfmnde de ees faces soit moindre que la somnie 
des deux autres. 'Ces conditions sont d'ailleui^s les Moies 
nécessaires (inii\ M). 

Cela posé, dans un plan quelconque, que je r^arderai 
eomme hoHaontal (fig. XXY) , je fais l'angle a$b égal à une 
èes Ams données^ et je suppose que les deux autres faces 
seient rabattses sur celle-là en (uc et bic\ Il est^évidest 
qn^Qtti reconstruira l'angle trièdre en faisant tourner ces 
deax «faces, l'une autour de sa et l'autre autour de vft, ju»^ 
qu'à ce que les côtés se et W «cctfnoldenl. Prenons, «or ces 
eêlés, %f ±±'$f^ et menons sur naet sb les perpenâioulaires 
fgh et f'-jfh^ qui se tsovpent en 'A. Pendant la rotation des 
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deux faces, les points f et f décrivent autour des centres 
(/ et jjf' des cercles situés dans des plans verticaux dont les 
traces, sur le plan fixe asb^ sont gA, ^h ; et, quand la coïnci- 
dence des côtés se et [sd s'établit, ces points se réunissent 
en un seul, que je nommerai F. Alors les droites fg et fg* 
forment avec gh et g'A des angles égaux aux incl^iaisons 
des faces latérales sur la face horizontale asb. 

Pour connaître ces inclinaisons, il suiBt de rabattre sur 
cette face horizontale les plans verticaux décrits par fg^ f^. 
En faisant tourner le premier autour de gA, le cercle décrit 
par fg se rabattra sur un cercle ffc, décrit du centre g avec 
le rayon gf. D'un autre côté, observons que le point h étant 
comnmn aux deux plans verticaux, l'intersection de ces 
deux plans doit être une verticale élevée en h ; donc cette 
intersection, en tournant autour de gh^ se rabattra sur la 
perpendiculaire hk à gh. Or, le point F, où se réunissent, 
dans l'espace, les points f et ^, doit être sur cette intersec- 
tion ; donc il sera rabattu au point k, où l'arc /k est rencon- 
tré par la perpendiculaire hk ; et par suite, en tirant fcg, 
l'angle kgfc sera l'inclinaison des faces asc, a$h* Si on fait 
tourner autour de ç/h le plan vertical décrit par f V, on 
trouve, par une construction toute semblable, l'angle Hg'h 
qui est égal à l'inclinaison des faces h$c\ asb. 

On pourrait trouver la troisième inclinaison en faisant sur 
Tune des faces asc^ bsdy les mêmes constructions qu'on 
vient d'effectuer sur la face asb ; mais on l'obtient plus sim- 
plement de la manière suivante. Concevez par le point F un 
plan perpendiculaire à la troisième arête ; il coupera les 
deux faces latérales suivant deux droites qui comprendront 
entre elles l'inclinsdson cherchée. L'une de ces droites est 
rabattue sur fp perpendiculaire à se, et l'autre, sur /'gper- 
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pendicttlaire à «c'. 11 est évident que les points p et 9, où 
ces droites rencontrent les côtés as et 61, n'ont pas changé 
de position ; donc, en tirant la droite pq on aura, sur la 
face asb^ la trace du plan qui contient l'angle inconnu, et, 
si on fait tourner ce plan autour de pgr, le sommet de cet 
angle ira se placer à l'intersection m des arcs décrits avec 
les rayons pf et qf ; donc enfin l'angle pmq est égal à la 
troisième inclinaison de l'angle trièdre* 

Plusieurs vérifications sont à remarquer. 

l"" Les droites hk et hk doivent être égales, comme ra^ 
battements d'une même verticale. 

2* La ligne sh étant la projection de la troisième arête 
sur le plan asb^ et pq étant la trace d'un plan perpendicu- 
laire à cette arête, il s'ensuit que sh doit être perpendicu- 
laire à pg. Si sh est perpendiculaire à pf, la droite menée 
du point F de la troisième arête au point n, où sh rencontre 
P9, doit être aussi perpendiculaire à pq ; donc, dans le ra- 
battement pftfi, cette droite doit se placer sur le prolonge- 
ment de sn ; donc le point m doit être sm* ce prolongement. 
Ainsi, la ligne sh est perpendiculaire àpg, et va passer par 
le point m. 

S"" Si on prolonge gh jusqu'à sa rencontre î avec «6, les 
distances if et ik devront être égales. Pareillement, si on 
prolonge çfh jusqu'à sa rencontre t* avec sa^ on devra aussi 
avoir if=i!K, 

àZ* Problème XXVI. Connaissant deux faces d*un angle 
trièdre et leur inclinaison^ trouver la troisième face et les 
deux autres inclinaisons. 

Soient (fig. XXVI) asb et asc les deux faces données, 
rabattues l'une à côté de l'auti^e. Si on mène fgh perpen* 
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diculaire sur as, les lignes gh et g f seront les intersectioDs 
de ces faces avec le plan qu'on élèverait au point g perpen- 
diculairement à l'arête eu, et, lorsque les deux faces sont 
dans leur vraie situation, ces lignes font entre elles un angle 
égal à Tinclinaison donnée. Supposons que le plan de cet 
angle tourne autour de gh pour s'appliquer sur le plan a$b^ 
la droite (/^viendra faire l'angle fc^A égal à cette inclinaison. 
D'idlleurs, la distance gf ne doit pas changer de grandeur ; 
donc, si on prend gk = gf^ et qu'on abaisse kit perpendi- 
culsdre à gh^ le point h sera le pied de la perpendiculaire 
abaissée sur le plan asb par le point F de la troisième 
arête, lequel est rabattu en f et en h. Concevons que cette 
dernière arête tourne autour de bs pour venir dans le plan 
de asb : il est clair que le point F ira se placer quelque 
part, en ^, sur la perpendiculaire hgY kb$; et comme il 
doit être à la même distance du sommet $ que le point /*, 
il s'ensuit que le point f* est déterminé, et par conséquent 
la troisième face bsf l'est aussi. Connaissant les trois faces, 
on trouve les inclinaisons au moyen du problème précé- 
.dent. Remarquez qu'en prolongeant gft jusqu'en t, on devra 
avoir 1/ = t*. 

Ai. Problème XXVII. Connaissant deux faces (ftin angle 
triédre^ ei ïinclinaison opposée à (une d'elles^ trouver la 
troisième face et Us deux autres inclinaisons. 

Soient (fig. XXVII) asb et asc les deux faces données, et 
supposons qu'on connaisse l'inclinaison opposée à la faceo^c. 
Représentons-nous l'angle trièdre tel qu'il est dans l'espace, 
coupons-le par un plan perpendiculaire à l'arête as^ et 
cherchons le rabattement, sur le plan asb^ du triangle 
qui résulte de cette intersection. Les traces ^', gf^ de ce 
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plan sur les faces mb^ oiCy sont des perpendiculaires à ai\ 
et même les distances gU gf% représentent déjà les véri* 
tables grandeurs de deux cdtés du triangle dont il s'agît* 
U suit de là que si on considère gi comme la base de ce 
triangle, le sommet devra se trouver rabattu en quelque 
point de la demi-circonférence fpq^ décrite du centre g 
avec le rayon gf. 

Quant au troisième cdté, sa direction est déterminée par 
rintersection du plan perpendiculaire à a$ avec celui de la 
troisième face ; et comme l'inclinaison de cette troisième 
face est connue, il sera facile de trouver la direction de 
cette intersection. D'abord elle doit passer au point i; 
cherchons*èn donc un second point. A cet effet, menons go 
perpendiculaire à 6<, et imaginons suivant go un plan per« 
pendiculsdre à la face a$h* Ce plan coupera la troisième 
face de l'angle trièdre suivant une droite qui fera avec og 
un angle égal à l'inclinaison donnée. On peut donc avoir 
immédiatement, en gùm^ le rabattement de cet angle ; et, 
si on mène gm perpendiculaire à go, cette droite sera la 
vraie grandeur de 1^ perpendiculaire qui serait élevée en g. 
au plan a$h et terminée au plan de la troisième face. Or, 
cette dernière perpendiculaire est tout entière dans le plan 
du triangle qui a gi pour base» et dont on cherche le ra- 
battement sur le plan 0^6 ; donc, quand ce triangle tourne 
autour de gU elle doit s'appliquer, dans la direction de ga^ 
sur la distance gn s= gm; donc, en joignant iet n, on aura 
la direction du troisième côté du triangle. 

Quand la droite in rencontre la demi-circonférence fpq 
en deux points p et g, comme sur la fig. , le problème a deux 
solutions. En effet, si on remet le plan du cercle fpq dans sa 
position primitive, et qu'alors on joigne le sommet ê aux 
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pcÂnto p et «, il eat dair qu'on wra doux aogle« trMm 
construits avec les dQQQé^i du problèmt » C€a()«idér<>ni ^^r 
bord celui qui est déterminé par le point p. La droite pt 
iitt la dis^taoc^ du point \ & un point 4e la tr«ilitoie aHite ; 
nais la disumce du sommet i i^ ce point de la troisième arit» 
est égale k $f\ donc, lorsqu'on rabat la troisième face autour 
de h»^ ce point se placera à Tiptersection jl des arcs d^cntl 
avec les rayons ip et sf\ et ensuite, en tirant $p\ on troQY^n 
k$f! pour troisième face« Si on considère l'angle trièdre dé<^ 
terminé par le point q et qu'on fasse les mêmes construf* 
tions, ou auia b$q' pour troisième face. 

Remarqvi^. Si des points p et 9 on abaisse des perpçndi* 
Qulaires sur gi , et qu'ensuite, par leurs pi^ds, on q)èue das 
perpendiculaires à <6, ces dernières lignes doiv^Ut pAS99r 
r^pectivement aux points p' et ((, 

\e problème n'a deux solutions que dan^ le cas Q<l )43 
pQôuts p et ff sont tous deux du côté m, Lorsque 1q pQiot 
q tombe du côté iV il ne fournit pas de ^glutioUf Q9an4 

le demi-cercle fpq est tangent ^ in^ les deux sQlutions a? 
réduisant 4 une seule. Enfin , si le cercle et la drQi(9 &9 99 
rencontraient pas , le problème serait imppssiblç. 

ChangemMit de* plMu d# proi)AotiQ|i. 

A5. Un point, une droite, un plan étant défini9 par 
daux plans de projection , on peut avoir intérêt à cbaug^f 
ou l'un de ces plans ou tous les deux à la fois* Qettç tran^ 
formation de projections est, au fond, unç simple appUcf- 
tion des problèmes que nous vçpons de résoudre; et, 
comme unç droite est déterminée par dewip points, un 
plan par trois points, la question se réduit ^ fia rivalité, ^ 
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rechercher ce que deviennent les projections d'un point , 
lorsqu'on change de plans de projection. 

Ad. PROBLfcME XXVIIL ConnaiMant U$ projeclUms iun 
point 9 les prqjectionê d'une droite , les traces (f un plan sur 
deux plans de projection^ trouioer la projection du points la 
projection de la droite « la trace du plan sur un autre plan 
vertical. 

l*" Soient (fig. XXVIII-l) a, a' les projections connues 
d'un point A, et x^ y^ la nouvelle ligne de ten*e. La pro- 
jection horizontale a restant fixe, la nouvelle projection 
verticale a', sera sur une perpendiculaire am^ à x^ y^ (1 S) 
et à une distance m^a\ = ma', distance du point A au plan 
horizontal (16-A''), 

2* Soient (fig. XXyiII-2) ah, clV led projections connues 
d'une droite AB, et .T,y^ la nouvelle ligne de terre. La pro- 
jection horizontale ah restant fixe , on prendra sur la droite 
deux points quelconques a, a\ et 6, 6', et l'on déterminera, 
comme on vient de le voir, les nouvelles projections verti- 
cales de ces points, a\ et b\ ; la droite a\ b\ sera la nou- 
velle projection verticale de la droite AB. 

S* Soient (fig. XXVIII-3) pos les traces connues d'un 
plan, et x^ y^ la nouvelle ligne de terre. La trace po restant 
fixe, 0^ sera le point où la nouvelle ligne de terre est coupée 
par le plan pos, et pour avoir la nouvelle trace de ce plan, 
il suffira d'en déterminer un second point qu'on joindra 
au point o^. Le point a, a' appartient et au plan pos et au 
nouveau plan vertical de projection. Or dans le rabatte- 
ment de ce dernier autour de a?,y^, le point a' va se 
placer sur €ta\ perpendiculaire à x^y^ et à une distance 
aa\ = oa'. La trace cherchée sera donc o,a\5,* 
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Si, le plan vertical de projection restant fixe» le plan 
horizontal était remplacé par un plan quelconque perpen* 
diculaire au plan vertical , il suffirait dans les trois con- 
structions précédentes d'appliquer au plan horizontal ce 
qui a été dit du plan vertical , et vice versa. 

A7. Problème XXIX. Cannamant U$ projeetiùns d^un 
point j les projections d'une droite ^ les traces Sun plan sur 
deux plans de projection^ trouver la projection du points 
la projection de la droite^ la trace du plan sur un plan quel* 
conque de projection. 

i* Soient (fig. XXIX-1) a, a' les projections connues d'un 
point A, x^y^q le nouveau plan de projection ; Ton suppo- 
sera que ce plan tourne autour de sa trace x^ y^ pour se 
rabattre sur le plan horizontal, et x^ y^ sera, en consé« 
quence, la nouvelle ligne de terre. La projection horizontale 
a du point A restant fixe , sa nouvelle projection o'^ sera 
sur attt, perpendiculaire à x^ y, (13), et pour avoir la 
portion du point a\ sur cette ligne , il faut abaisser du 
point A une perpendiculaire sur le nouveau plan de pro- 
jection et déterminer la distance de son pied au point de 
charnière m,. Conduisons, à cet effet, par ha un plan ver- 
tical m^hq perpendiculaire à x^y^ et rabattons-le sur le plan 
horizontal. Le point q viendra en q' {hq' =hq) :]e point A, en 
M(aM=ma!) : la droite allant dans l'espace de m^ à 9, en m^q'; 
remarquons en passant que l'angle am^tf représente (SA) 
l'inclinaison du plan x^y^q sur le plan horizontal. Maintenant 
absdssons sur m^q' la perpendiculaire Mf; /sera, en rabatte- 
ment, le pied de la perpendiculaire menée de A au plan x^y^q. 
Prenons, la distance m^a\ = mj. Le point a\ sera la nnu^ 
velle projection du point A: 
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2* Soient (ûg, XXIX- 2) abj dV les projecUons oonnues 
d'une droite AB, oi^y^^q le nouveau plan de projection qiw 
Qoug rabattons, comme tout à Theuret sur le plan boricontal* 
Prenons sur la droite deux points a, a' et 6, H ; appliquons 
au point a, a! la méthode appliquée dans le § 1*, ce qui nous 
donnera a'^ ; agissons de même pour le point b, 6' (en re- 
marquant toutefois que la ligne n^g devant être parallèle à 
mj s'obtient sans construction) , ce qui nous donnera k\^ 
La ligne a\6\ sera la nouvelle projection de la droite AB, 

S"" Soient (fig. XXIX^S) pos les traces connues d'un plan, 
^^.^iVt? c^Il^s du nouveau plan de projection que nous 
continuerons à rabattre sur le plan horizontal autour de la 
la ligne de terre x^y^. La trace po^o restant fixe, il sufiirq^, 
pour avoir la nouvelle trace, d'en chercher un point qu ou 
joindra au point invariable o, . Choisissons , pour plus de 
simplicité, le point n, 9, qui appartient évidemment et au 
plan po5 et au plan de projection x^y^q. £n tournant au- 
tour de la ligne de terre a;,y,, ce point ira se placer sur nrq^ 
perpendiculaire à «^y,. D'un autre côté, la distance y^q ne 
change point dans le mouvement de rotation autour de ^^y^. 
L'intersection q^ de la ligne nr prolongée et de l'arc dé- 
crit du centre y^ avec le rayon y^q donnera donc le ra- 
battement du point n,9 , et la droite 0,9^ sera la trace 
cherchée. 

A8. Probi.èm£ XXX. C(mnai$$ant les projections d'un points 
les projections d^une droite ^ les traces d'un plan sur det^r 
plans de projection ^ trouver les projections du points Us 
projections de la droite ^ les traces du plan sur deux autres 
plans de proje^ion* 

Les projections obliques étant à peu près sans usa^e» 
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nous supposerons que les deux nouveaux plans de projec- 
tion sont perpendiculaires entre eux. S'ils ne Tétaient pas, 
les constructions seraient un peu plus compliquées , mais 
dériveraient des mêmes principes. 

Dans les deux problèmes précédents, nous n'avions 
changé qu'un des plans de projection, et il suffisait d'un ra- 
battement pour obtenir les nouvelles projections. Si Ton 
change à la fois les deux plans , il faudra recourir à deux 
rabattements successifs. Nous ferons d'abord tourner l'un 
des plans autour de sa trace horizontale pour l'amener dans 
le plan horizontal : nous chercherons ce que devient, dans 
cette position, F intersection' des deux plans de projection, 
qui est la nouvelle ligne de terre ; et cette intersection ainsi 
rabattue servira de charnière au second de ces plans qui 
viendra, à son tour, s'appliquer comme le premier sur le 
plan horizontal. Chaque point de l'espace recevra ainsi suc- 
cessivement deux mouvements de rotation, et c'est ce double 
mouvement qu'il s'agit d'opérer sur l'épure. 

!• Soient (fig. XXX-1) a, a! les projections connues d'un 
point A, et x^y^q^ ^xVJi l®s nouveaux plans de projection. 
Si l'on rabat d'abord x^y^q autour de x^y^ , la construction 
XXlX-1* fera connaître la projection a,. On aura la nouvelle 
ligne de terre, qui réunit dans l'espace les points 9 et â?, , en 
joignant le point invariable x^ au point 9, obtenu de la 
manière qu'on vient d'indiquer pour le problème XXIX-S». 

Dans le rabattement du plan x^yji autour de la nouvelle 
ligne de terre x^q^ , la projection a\ du point A sur le plan 
x^y^q se placera sur le prolongement de a^m^ perpendiculaire 
à la ligne de terre et à une distance du point de charnière m^ 
égale à la distance du point A au premier plan de projec- 
tion x^y^q (16-4*) . Or cette distance est représentée en vraie 
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grandeur par k'f. Nous prendroQsdoDCfA\a\ = AY, et u\ 
sera la seconde des nouvelles projections du point A. 

2* Soient (fig. XXX-2) ab^ a!V les prqjections connues 
d'une droite AB. Nous étendrons au point 6,6' la construc- 
tion que nous venons d'indiquer dans le paragraphe pré- 
cédent pour le point a, a\ Les lignes a,6,« a\b\ seront les 
deux nouvelles projections de la droite AB. 

3* Soient (fig. XXX-3) pos les traces connues d'un plan, 
et x^y^q^ ^tVW <^Ues des nouveaux plans de projection. 
Nous rabattrons, comme précédemment , le plan x^y^q au- 
tour de sa trace x^y^, et par la construction du pro- 
blème XXIX-S, nous déterminerons la trace o^q\ du plan pas 
sur x^y^q rabattu. Nous tracerons, comme on l'a fait 
fig. XXX-1 et XXX-^, le rabattement x^q^ de la nouvelle 
ligne de terre x^q^ et si nous prolongeons o^q\ jusqu'à son 
intersection ( avec x^q^ , nous n'aurons plus qu'à chercher 
un point de la seconde trace et à le joindre au point i, pour 
que celle-ci se trouve complètement déterminée. Or le 
point n,<, appartenant à la fois au plan pos et au plan x^y^q^ 
est un point de leur commune intersection, et par suite 
un point de la trace de pos sur x^y^q. En lui appliquant 
la construction indiquée pour le point a^a' du n* 1, nous 
trouvons qu'après son double rabattement il vient se placer 
en «, {n^s^ = $'f) ; remarquons que sa projection n^ sur le 
plan x^y^q rabattu doit être sur la nouvelle ligne de terre, 
puisqu'il se trouve dans le second plan de projection x^y^q^ 
et qu'on a r/=: m^ • La ligne ts^ sera donc la seconde trace 
cherchée et le plan représenté par pos dans l'ancien système 
(le projections, sera représenté dans le nouveau par 0,(5,. 
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SURPAGBS COURBES ET PLANS TANGENTS. 



Génération des surfaces. 

h9. Quelle que soit la surface que l'on considère, on 
doit toujours chercher dans sa définition, ou dans sa géné- 
ration , ou dans ses propriétés , les éléments propres à la 
déterminer; de telle sorte que, ces éléments étant une 
fois donnés, on en pourra déduire la solution de toutes 
les questions relatives à la surface* C'est ainsi qu'un plan 
est déterminé par ses deux traces, et une sphère par son 
centre et son rayon. 

S'il s'agissait de déterminer une surface dans le seul but 
de la distinguer de tontes les autres, on conçoit que les 
éléments propres à remplir cet objet pourraient varier 
d'une infinité de manières différentes. Mais il faut, et cette 
condition est essentielle, que ces éléments soient d'un em- 
ploi facile dans les recherches auxquelles la surface doit 
être soumise. A cet égard, le choix est rarement embar- 
rassant : car les surfaces sur lesquelles s'exerce la Géométrie 
descriptive sont toujours connues par leur génération , et 
cette génération même fournit les éléments qui les déter- 
minent de la manière la plus simple , et en même temps 
la plus commode pour les constructions. 

Toute surface peut être considérée comme engendrée 
par le mouvement d'une ligne, de forme constante ou va- 
riable. Ainsi, on décrit le plan en faisant glisser une droite 
parallèlement à elle-même le long d'une droite, ou en la 
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faisaot tourner perpendiculairement autour d'une droite 
fixe qu'elle rencontre constamment au même point : dans 
cet exemple la génératrice ne change pas de f(Mrme, c'est 
toujours une Jigne droite. La sphère est produite par la 
rotation d'un grand cercle autour d'un diamètre, et ici la 
génératrice conserve éiicore la même forme ; mais on peut 
aussi obtenir la sphère en fsdsant mouvoir un cercle de 
manière que son plan reste perpendiculaire à un même 
diamètre, que son centre soit toujours sur ce diamètre , et 
que son rayon varie suivant une loi convenable. 

En général , on peut tracer sur quelque surface que ce 
soit une première ligne à volonté , puis supposer que cette 
ligne se meut, en changeant de forme si cela est néces- 
saire, de manière à engendrer la surface. Mais, dans les 
applications, il y a peu d'utilité à envisager la génération 
des surfaces sous un point de vue aussi général, et c'est 
toujours à celle qui convient plus spécialement à chaque 
sorte de surface qu'on doit avoir recours* 

La ligne dont le mouvement engendre une surface se 
nomme génératrice. Une ligne, droite ou courbe, qui sert 
à diriger le mouvement de cette génératrice se nomme 
ligne directrice. Quand on se sert d'un plan pour diriger ce 
mouvement, c'est un plan directeur. Quand on emploie une 
surface, c'est une surface directrice. 

bu plan tangent et de la normale. 

60. Une courbe peut être considérée comme un polygone 
dont les côtés sont infiniment petits, et alors les tangentes 
sont les droites qu'on obtient en prolongeant les côtés 
indéfiniment* De même une surface courbe peut être assi* 
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milée a on polyèdre dont les faces sont infiniment petites, 
et tin plan tangent ri est autre chose que le plan iune de cti 
fàees , supposé indéfini. 

Ainsi, pour avoir une idée nette de ce que doit être le 
plan tangent en un point d'une surface, il faut imaginer 
qu'on a pris autour de ce point une partie infiniment petite 
de cette surface : cette partie peut être regardée comme 
située dans un plan , et c'est ce plan , considéré comme 
indéfiniment prolongé , qui est le plan tangent. 

Concevons par le point de contact tant de lignes qu'on 
voudra, tracées sur la surface, et prenons à partir de ce 
point, des parties infiniment petites de ces lignes; elles 
seront toutes situées dans le plan tangent. Mais, d'un 
autre côté , ces parties peuvent être considérées comme des 
lignes droites, et en les prolongeant indéfiniment, elles 
seront les tangentes aux lignes tracées sur la surface ; donc 
chacune de ces tangentes a une portion infiniment petite 
de sa direction , qui est contenue dans le plan tangent ; 
donc elle y est tout entière : c'est-à-dire que le plan tangent 
à une surface contient les tangentes menées^ par le point de 
contact i à toutes les lignes qu'on peut tracer par ce point 
sur la surface. 

Cette conclusion dérive immédiatement des considéra- 
tions infinitésimales sur lesquelles reposent les définitions 
de la tangente et du plan tangent; mais on peut s'en affran- 
chir de la manière suivante. 

D'abord il faut rappeler que, si on mène une droite qui 
HBncontre une courbe en deux points, et si ensuite on la 
faît tourner autour de l'un d'eux, de manière que l'autre 
vienne coïncider avec lui après s'en être rapproché de plus 
en plus , la droite vient alors prendre une position déter- 
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minée, dans laquelle on lui donne le nom de tangente* 
Gela posé, je vais prouver que les tangentes menées, par 
un point d*une surface, aux différentes lignes qu'on peut 
tracer par ce point sur la surface , sont toutes situées dans 
un même plan ; et ce sera ce plan que nous conviendrons 
d'appeler plan tangent 

m 

Pour démontrer cett6 proposition , je regarderai la sur- 
face comme engendrée par le mouvement d'une ligne, et, 
pour plus de netteté, je supposerai d'abord que cette ligne 
est de forme invariable. Soit M un point quelconque de la 
surlace (pi. II, fig« li), et AA' la génératrice passant par 
ce point; considérons-la dans une position G6', aussi voi- 
sine qu'on voudra de AA', et supposons que N soit la place 
que le point M occupe sur G6', en décrivant la route CC 
sur la surface. Soit encore MD une courbe quelconque 
tracée par le point M sur la surface , et P son intersection 
avec la génératrice GG'. Enfm, par les points M, N, P, pris 
deux à deux , menons les sécantes MB, NS, MT. 

Maintenant concevons que la génératrice GG' se rap- 
proche de AA', et qu'enfin elle vienne coïncider avec AA' : 
au moment où la coïncidence s'établit, les points N et P 
viennent se confondre avec le point M, et dès lors les trois 
sécantes deviennent des tangentes aux trois courbes GG', 
AA', MD. Or, pendant que les trois sécantes varient de po- 
sition, il y a toujours un plan qui les contient toutes les 
trois: donc, au moment où elles deviennent tangentes, 
elles doivent encore être dans un même plan. 

La démonstration précédente s'applique aussi au cas où 
la génératrice GG' change de forme: mais alors elle est 
sujette à une difficulté résultant de ce que la définition de 
la tangente à une courbe exige que la courbe consei*ve sa 
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forme pendant que la sécante, dont la tangente est la 
liniite, tourne autour d*un point de cette courbe. Quoi 
qu'il en soit, comme nous n'aurons à considérer dans la 
suite que des surfaces dont la génératrice est de forme 
constante , nous pourrons admettre comme prouvé que le 
plan des tangentes menées aux courbes CG et AA\ con- 
tient ]a tangente à une courbe quelconque tracée par le 
point M sur la surface : conclusion qui revient exactement 
à celle du numéro précédent. 

Cette proposition est de la plus grande importance dans 
la recherche des plans tangents : car, comme il suffit 
de deux droites pour déterminer un plan , il s'ensuit que 
pour construire le plan tangent en un point donné d'une 
surface, il n'y a qu'à mener les tangentes à deux lignes 
seulement, tracées sur cette surface, et à conduire un plan 
par ces tangentes. 

II est inutile de dire qu'il faudra toujours choisir sur la 
surface les deux lignes dont les tangentes sont les plus fa- 
ciles à trouver. Par exemple, si l'on peut mener par le peint 
de contact deux droites qui soient entièrement contenues 
sur la surface, on remarquera que ces droites sont à elles- 
mêmes leurs propres tangentes ; et par suite le plan tangent 
sera déterminé par ces deux droites. Ce cas est celui de cer- 
taines surfaces gauches dont les propriétés seront exposées 
plus loin (n"* 64-75). Du reste, on verra bientôt que, dans 
chaque genre de surfaces, le plan tangent jouit de pro- 
priétés particulières qui en facilitent la détermination. 

51. On appelle normale la perpendiculaire au plan tan- 
gent, menée par le point de contact. 
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Des différents genres de surfaces. 

62. Il y a des surfaces qui sont d'un usage fréquent dans 
les arts de construction, et auxquelles on doit une attention 
particulière. C'est de celles-là seulement que je m'occuperai, 
et je les distribuerai en trois classes : les surfaces dêyelop- 

PABLES, LES SURFACES DE RÉYOLUTION, LES SURFACES GAUCHES. 

53. Surfaces d£veloppables. Elles sont engendrées par 
une droite qui se meut de manière que , dans chacune de 
ses positions, elle soit dans un même plan avec la position 
infiniment voisine. Il est bien entendu que la génératrice 
est toujours indéfinie, à moins qu'on n'avertisse du con- 
traire. Parmi ces surfaces, nous remarquerons le cylindre 
et le cône* 

Le cylindre est engendré par une droite qui se meut pa- 
rallèlement à elle-même, en s'appuyant sur une courbe 
quelconque ou en suivant telle autre loi qu'on voudra. De 
cette génération il résulte qu'un plan parallèle à une géné- 
ratrice ne peut couper la surface que suivant une ou plu 
sieurs de ses génératrices. 

Le cône est engendré par une droite qui passe constam- 
ment par un point fixe ou sommet , et qui se meut autour de 
ce point suivant une loi quelconque. Les deux parties d'un 
cône, séparées par le sommet, se nomment nappes. Il est 
évident qu'un plan mené par le sommet doit en général 
couper le cône suivant une ou plusieurs droites passant au 
sommet. 

6A. Pour avoir une idée nette des surfaces développa- 
blés en général, prenons les choses de plus haut, et consi- 
dérons la surface qu'on obtient en prolongeant indéfiniment 
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les côtés d'un polygone ABGD*... (fig. 15), dont trois cOtés 
consécQtifs quelconques ne sont pas dans le même plan. 
Cette surface, ou, si l'on veut, ce polyèdre, se compose des 
faces PAQfQBR,. .. qui ne sont autre chose que des portions 
angulaires de plans ; et même rien n'empêche de concevoir 
toutes les arêtes comme prolongées de l'autre côté du 
polygone, et formant une seconde surface polyédrale, sé- 
parée de la première par le polygone ABCD..., de même 
que les nappes d'un cône le sont par le sommet. Supposons 
que le polygone soit inscrit dans une courbe donnée et 
augmentons successivement le nombre de ses côtés : on dé- 
terminera ainsi une série de polyèdres dont chacune des 
arêtes sera dans un même plan avec l'arête immédiatement 
voisine -, par conséquent la limite de ces polyèdres sera une 
surface courbe douée de la même propriété, c'est-à-dire 
qu'elle sera une surface développable. 

En passant ainsi à la limite, le polygone se confond avec 
la courbe donnée, et les arêtes du polyèdre deviennent tan- 
gentes à cette courbe ; donc une surface développable peut 
être décrite par une droite qui reste constamment tangente 
aune courbe* Monge donne à cette courbe le nom à* arête 
de rebroussement. 

Le cylindre et lé cône échappent à cette génération parce 
que, dans l'un, les génératrices sont parallèles, et que, 
dans l'autre, elles passent toutes par un même point. 

55. Une propriété bien remarquable des surfaces déve- 
loppâmes, et qui est bien exprimée par leur dénomination 
même, c'est qu'une portion quelconque d'une telle surface 
peut toujours s'étendre dans un plan sans déchirure ni 
duplicature. En effet, pour cela il suffit de faire tourner 
successivement chacun des éléments plans, dont cette por- 
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tion de sur&ce est composée, autour de la génératrice qni 
le sépare de l'élémeut voisin. De cette manière, on pourra 
amener un premier élément sur le plan du suivant» l'en- 
semble de ces deux éléments sur le plan du troisième, et 
ainsi de suite. 

56. Une autre propriété remarquable des surfaces déve- 
loppables , c'est que dans toute surface appartenant à cette 
classe, cylindre, cône, ou autre, le plan tangent doit 
contenir une génératrice tout entière , et être tangent à h 
surface en chaque point de cette génératrice. 

Cette proposition dérive immédiatement de la génération 
des surfaces développables, et se démontre facilement par les 
considérations infinitésimales dont on a déjà ialt usage (50). 
Eu effet, dans ces surfaces, une génératrice donnée est 
toujours dans un même plan avec la génératrice voisine; 
or il est évideni que ce plan , prolongé en tous sens , est 
tangent à la surface en chaque point de la génératrice 
donnée. C'est sur cette propiiété qu'on s^appuiera pour 
construire les plans tangents aux cyliudres et aux cônes. 

67. SuBFAC£s DE RÉVOLUTION. Elles s'engeudreut en fai- 
sant tourner une ligne autour d'un axe fixe. On nomme 
plam, méridiens les plans qui passent par l'axe, et méridiem 
les intersections de ces plans avec la surface. II est clair 
que tous les méridiens sont égaux. 

II est également clair que les perpendiculaires abaissées 
sur l'axe, par les différents points de la génératrice , décri- 
vent des cercles, dont les plans sont perpendiculaires à 
Taxe. Ces cercles se nomment parallèUi. 

58. Comme exemples de surfaces de révolution, je me 
bornerai à citer la sphière qui est si connue, et la surface 
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gauche de révolution. Cette dernière est celle que décrit 
une droite en tournant autour d'un axe qui n'est pas situé 
avec elle dans un même plan. La plus courte distance de 
la génératrice à Taxe est une droite perpendiculaire à ces 
deux lignes [Introd. 39), et par conséquent elle décrit au- 
tour de Taxe le parallèle du moindre rayon. Ce parallèle se 
nomme gorge ou coUier. Les propriétés de cette surface 
seront exposées numéros 6A-70. 

30. Dan$ ioulf surface de révolution ^ le plan tangent est 
perpendiculaire au plan méridien qui passe au point de 
contact. 

Eu eflet , le plan tangent doit contenir la tangente au 
parallèle qui passe au point de contact (50) : or le plan de 
ce parallèle est perpendiculaire au plan méridien , et la 
tangente à ce parallèle est perpendiculaire au rayon qui est 
l'intersection des deux plans ; donc cette tangente est per- 
pendiculaire au plan méridien ; donc le plan tangent l'est 
aussi. 

60. SuBFAGES GAUCHES. On uoDime ainsi les surfaces qui 
sont engendrées par une ligne droite, et qui ne sont pas 
(léveloppables. 

Toutes les surfaces décrites par une droite, soit gauches, 
soit développables, sont comprises dans la dénomination 
générale de surfaces réglées. 

61. Parmi les différents moyens de déterminer le mou- 
vement d'une droite pour lui faire décrire une surface 
gauche , le plus simple est de l'assujettir à rencontrer con- 
stamment trois lignes ou directrices données. Pour démon- 
uer quen effet la surface est alors déterminée, prenons 
un point quelconque H de la première directrice A (fig. 16), 
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et r^ardoDS*Ie comme le sommet d'un cône engendré par 
une droite qui s'appuie sur la seconde B. Ce cdne ira cou- 
per la troisième directrice G en un point P; et la droite MP, 
menée par les points M et P, étant tout entière sur ce cdne, 
doit rencontrer la ligne B en quelque point N, et par consé- 
quent elle s'appuie sur les trois directrices, aux points 
M, N, P. Si on conçoit qiie tous les points de la première 
directrice soient pris successivement pour sommets de diffé- 
rents cônes, la droite MNP, qui rencontre les trois direc- 
trices, changera continuellement de position et décrira une 
surface, qui est ainsi complètement déterminée. 
. 11 se pourrait que les trois directrices fussent sur une 
surface développable. Alors la génératrice , en glissant sur 
ces directrices, décrirait cette surface elle-même. 

62. Les surfaces gauches que nous remarquerons sont 
les suivantes : 

1^ Vhyperboloïde à une nappe , engendré par une droite * 
qui se meut sur trois droites non parallèles à un même 
plan. La sur£ace gauche de révolution en est un cas parti- 
culier (67, scolie). 

2*' Le paraboloïde hyperbolique ou plan gauche^ engendré 
par une droite qui se meut sur deux droites, en restant 
toujours parallèle à un plan directeur. On démontrera 
(73, scolie II) que cette surface est la même que celle qui 
est décrite par une droite glissant sur trois droites parallèles 
à un plan (*). 

3*" Le cylindre gauche^ engendré par une droite assujettie 



O L'hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique sont 
les seules surfaces gauches dont Péquation soit du second degré, et 
pour cette raison on les désigne souvent sous la dénomination de 
surfaces gauckei du second ordre. 
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à demeurer parallèle à un plan directeur, et à s'appuyer 
sur deux courbes quelconques. 

A* Le conolde , engendré par une droite qui reste parai** 
lële à un plan directeur, et qui glisse sur une droite et sur 
une courbe. 

63* Je vais exposer maintenant les propriétés des surfaces 
gauches. Mais le lecteur, qui voudrait se borner à la partie 
la plus élémentaire de la théorie des surfaces, pourra pas* 
ser immédiatement aux problèmes (76), et alors il devra 
laisser de côté ceux qui sont relatifs aux surfaces gauches. 

Propriétés de la surface gauche de révolution. 

6A. ThéorêM£ (fig. 17). Les génératrices de la surface 
gauche de rinolutiùn se projettent sur le plan du collier suù 
vant des tangentes au collier. 

Concevons, par un point quelconque A du collier, une 
génératrice ÂG et une parallèle AD à l'axe OZ. Soit le 
centre du collier : le rayon OA étant perpendiculaire à OZ et 
à AG, doit l'être au plan DA6, et par conséquent aussi à la 
trace, AB, de ce plan sur le plan du collier. Or AR est évi- 
demment la projection de la génératrice AG ; donc cette 
projection est tangente au collier. 

65. THÊORÈtiE(fig. 17). On peut mener ^ par chaque point 
de la surface^ deux droites qui s'appliquent sur cette surface 
dans toute leur étendue. 

Soient OZ l'axe de la surface, OA le rayon du collier, AG la 
génératrice, et AD une parallèle à l'axe. Le plan DAG étant 
perpendiculaii'e à OA, Test aussi au plan méridien ZOA, et 
sa trace AR, sur le plan du collier, est tangente au collier : 
c'est ce qu'on vient de voir dans le théorème précédent. 
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Maintenant, dans le plan DÂG, faites l'angle DÂH=DA6; et 
je dis que ÂH, en tournant autour de Taxe, décrira la même 
surface que AG* 

Pour le démontrer» menez perpendiculairement à Taxe 
un plan quelconque qui coupe cet axe en L, les lignes AG, 
AD, AH, en G, D, H, et le plan GAH suivant la droite GDH; 
joignez LG, LD, LH. Les triangles ADG, ADH sont rectan- 
gles en D, Tangle DAG = DAH, et le côté AD est comamu : 
donc DG=DH. Par suite les triangles DGL, DHL, sont 
égaux comme ayant DL commun, DG = DH, et l*angle 
droit GDL = HDL; donc LG = LH. De là on conclut que 
le point H décrira le même cercle que le point G, c'est-à- 
dire que, sur les droites AG et AH, les points qui sont à 
égale distance du collier décrivent le même parallèle. Donc 
ces droites engendrent la même surface ; donc, par chaque 
point de cette surface, on peut tracer deux droites qui s'ap- 
pliquent sur elle exactement 

Corollaire. Il y a donc deux systèmes de génératrices à 
considérer sur la surface. L'un embrasse les diiTérenles pu- 
sillons de la droite AG , et l'autre, celles de la droite AH. 

66. Théorème (fig. 17). Le centre du collier est en ménie 
temps le centre de la surface : c'est-à-dire quil partage en 
deux parties égales tontes les droites menées par ce point ei 
terminées à la surface. 

Quand la rotation a placé le point A en A' à l'autre extré- 
mité du diamètre AA', et les lignes AR, AG, AD, AH, en 
A'R', A'G' AD', A'H', il est clair que les tangentes AR et A'R' 
sont parallèles, ainsi que les plans GAH et G'A'H'. Par suite 
les droites AG et A'H', qui font les angles GAR et H'A'R" égaux 
entre eux et de même sens, doivent être parallèles entre 
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elles. Si donc, par le point et par un point quelconque 
M de AG, on mène une droite, elle ira couper A'H' en un 
point N, et on aura ON = OM, ce qui revient à Ténoncé. 

67. Théorème (fig. 18). Deux génératrices de systèmes 
différents sont toujours dans un même plan ; mais deux gé- 
nératrices d*un même système ny sont jamais. Trois de ces 
dernières, prises comme on voudra^ ne peuvent pas non plus 
être parallèles au même plan. 

Supposons que la rotation ait amené les lignes AD, AG, 
AH, dont il est parlé dans le théorème précédent en A'IX, 
A'G', A'H', et la tangente AR en A'R'. Les génératrices AG, 
A'G' appartiendront au premier système, et AH, A'H', au se- 
cond. Par le point de rencontre des deux tangentes me- 
nons KRK' parallèle à Taxe OZ, cette parallèle sera Tinter- 
section des plans GAH, G'A'H'. Comme les angles GAR, H'A'R 
sont égaux, et que AR = A'R, il est facile de voir que les 
droites AG, A'H' vont couper RK au même point ; donc deux 
génératrices de systèmes différents sont dans un même pian. 

Quant aux droites AG et A'G', si elles se coupaient, ce ne 
pourrait être que sur la ligne KK' : or, les angles GAR et 
G'A'R' étant égaux, il est évident que l'une de ces généra- 
trices coupe KK' au-dessus du point A, et l'autre au-des- 
sous; donc elles ne se rencontrent pas. D'ailleurs, les lignes 
AG, A'G' ne peuvent pas être parallèles : car, si elles l'é- 
taient, les plans GAD, G'A'D' le seraient aussi, et A'R' sersdt 
parallèle à AR. Mais alors AG et A'G' auraient la position 
qu'elles occupent dans la figure 17 ; les lignes A'G' et A'H' 
seraient donc toutes deux parallèles à AG, ce qui est im- 
possible. Donc deux génératrices d'un même système ne 
sont jamais dans un même plan. 
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Maintenant, prenez à volonté trois génératrices d'un 
même système, et menezJeur des parallèles par un point 
de Taxe. Puisque, dans un même système, il n'y a point 
de génératrices parallèles entre elles, ces parallèles seront 
trois droites distinctes ; et puisque toutes ces génératrices 
sont également inclinées sur l'axe, ces parallèles feront des 
angles égaux avec l'axe. De là on conclut qu'elles rencon- 
trent le plan du collier en trois points placés sur une cir- 
conférence de cercle, et que par conséquent elles ne sont 
pas dans un même plan ; or, c'est ce qui devrait être si les 
trois génératrices étaient parallèles à un plan. Donc trois 
génératrices d'un même système ne peuvent pas être pa- 
rallèles au même plan. 

Seolie. Il est clair que la surface peut être décrite en fai- 
sant glisser une droite sur trois génératrices quelconques 
prises dans un même système, et qu'on regarderait comme 
trois directrices fixes ; donc la surface gauche de révolution 
est un cas particulier de l'hyperboloïde à une nappe (62). 

68. Théorème (fig. 19). Si par le centre de la surface on 
mine une parallèle à une génératrice^ et que ces deux lignes 
tournent en même temps autour de taxe sans cesser d'être 
parallèles^ la première décrit un cône droit qui est asymptote 
de la surface gauche décrite par la seconde; c'est-^-dire que 
le cône peut approcher de cette surface aussi près qu'on veut^ 
sans jamais l'atteindre. 

La proposition se réduit à démontrer que si on coupe les 
deux surfaces par des plans perpendiculaires à l'axe, la 
différence entre les rayons des cercles concentriques, ré- 
sultant d'une même section, peut devenir aussi petite qu'on 
voudra, sans jamais être nulle. 
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Soient A6 une génératrice de la surface, et OL sa paral- 
lèle sur le cône. Je mène perpendiculairement à Taxe OZ 
un plan qui rencontre cet axe en P, A6 en M, et OL en N : 
il est clair que ce plan coupe les deux surfaces suivant des 
cercles dont les rayons sont PM et PN. Menez AR tangente 
au collier : on sait, par les théorèmes précédents, que le 
plan CAR est perpendiculaire au plan du collier; donc, si 
on mène MR perpendiculaire à AR, cette ligne sera aussi 
perpendiculaire au plan du coUif^r, et parallèle à OZ. Par 
suite MR = OP et Tangle AMR =: NOP ; donc les triangles 
rectangles MAR, ONP sont égaux; dope AR = PN. 

Le triangle rectangle OAR donne OR* — ÂR* =ÔÂ* ; donc 

PM* — pN*= ÔÂ*; donc, si on fait OA = a, PM = R , 
PN=R', il viendra 

R« — R'« = a\ 
Mais R« — R'* = (R + R') (R — R') ; donc 

R — R'= ^' 



R+R* 

Or, en faisant des sections de plus en plus éloignées du 
collier, les rayons R et R' deviennent de plus en plus 
grands, et même ils peuvent dépasser toute limite ; donc 
la valeur précédente de R — R' peut devenir aussi petite 
qu'on veut, sans jamais être nulle. C'est ce qui était à 
démontrer. 

Scolie. Il est clair que chaque génératrice de la surface 
gauche de révolution a sa parallèle sur le cône asymptote, 
et réciproquement : de sorte qu'on peut regarder ce cône 
comme le lieu des droites qu'on obtient en transportant au 
centre de la surface gauche toutes les génératrices de F un 
et de l'autre système. < 
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60. Théorème (fig. 20). Un plan conduit par Caxe d'une 
surface gauche de révolution coupe cette surface mivant une 
hyperbole. 

Soit DEE'D' un plan qui passe par l'axe XX', et qui coupe 
le cercle de gorge suivant le diamètre YY'; soit M un 
point quelconque de l'intersection de ce plan avec la 
surface, et soit MA la génératrice qui passe en ce point et 
rencontre le cercle de gorge en A. Abaissons les perpendi- 
culaires MP et MQ sur OX et OY, puis tirons AQ et OA : 
MAQ sera égal à l'angle constant que fait la génératrice 
avec le plan du collier. Posons angle MAQ = a, OA = a, 
OP -■= a?, MP = y : le triangle AMQ donne d'abord AQ = 
MQ X cot X = 0? cot or ; eusuitc, par le triangle rectangle 

OAQ, on a ÔQ* ou y% savoir : 

[1] y* = a;' cot* tt + a". 

Cette équation représente une hyperbole. 

Scolie I. Les asymptotes de cette hyperbole ont pour 
équations y = =k xcota; donc elles font' avec l'axe XX' le 
même angle que les génératrices de la surface, et par con- 
séquent elles sont sur le cdne asymptote, dont la dmomi- 
nation se trouve ainsi justifiée de nouveau. 

Scolie II. Il est évident qu'on reproduirait la surface en 
faisant tourner l'hyperbole autour de son second axe XX' ; 
et pour cette raison on la désigne encore sous le nom 
d'hyperboUnde de révolution à une nappe. En faisant tour- 
ner l'hyperbole autour de son premier axe YY', on aurût 
un hyperboUnde à deux nappes. 

Scolie III. Considérons une autre surface gauche de ré- 
\olution ayant le même axe OX que la précédente, mais 
dont le centre soit placé à une hauteur OH = A au-dessus 
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du point 0. Soient a' le rayon de son collier, et a' Taiigle 
de sa génératrice avec le plan de ce collier. Pour avoir la 
section faite dans la nouvelle surface par le plan XOY, et 
rapportée aux mêmes axes OX et OY, il suffit de remplacer 
dans l'équation (1), a par a', a par a', et x par x — h.De 
cette manière, il vient 

[2] y^={x — hy COt* a' + a!\ 

Il est évident que les deux surfaces ne peuvent se cou- 
per que suivant des cercles dont les plans sont perpendi- 
culaires à l'axe OX, et que ces plans rencontrent Taxe OX 
à des hauteurs précisément égales à celles des points d'in- 
tersection des deux hyperboles représentées par les équa- 
tions [1] et [2]. Pour avoir ces hauteurs il suffit donc d'é- 
liminer y entre les deux équations, et de tirer les valeurs 
de X de l'équation résultante, laquelle est 

[3] '(a?— fc)*cot*oL'— a;*cot«a+a'" — a* = 0. 

Maintenant supposons a' > a^ et mettons, dans cette 
dernière équation, a*'-à^ ou zéro au lieu de a\ et 
a'* — a* au lieu de a'* : cette équatioa reste la même. Or, 
par le changement de a* en a' — a\ la première surface 
gauche se réduit à son cône asymptote ; et, par le chan- 
gement de a'* en a'" — a', la seconde se trouve remplacée 
par une autre surface gauche qui n'en diffère que par son 
collier, lequel a pour rayon ^a'^—a\ quantité facile à 
trouver géométriquement. On voit donc par là comment 
la construction des cercles communs à deux surfaces 
gauches de révolution, qui ont le même axe, peut se ra- 
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mener au cas plus simple où Tune des deux surfaces serait 
un cdne. 

Cette remarque servira (lAl) à construire l'intersection 
d'une droite avec une surface gauche de révolution. 

70. Théorème (fig. 2i ) . En coupant la surface gauche 
de rèvoluiion par des plans quelconques ^ on peut obtenir 
des ellipses^ des paraboles et des hyperboles. 

Soit BT la trace d'un plan quelconque sur celui du col- 
lier : j'abaisse, du centre de la surface, la perpendicuUdre 
OB sur BY, et je conduis un plan par OB et par l'axe OZ 
de la surface. Ce plan sera perpendiculaire au plan coupant 
et le rencontrera suivant une droite BX perpendiculaire à 
BY. Soit M un point quelconque de la courbe qui résulte 
de la section faite dans l'hyperboloîde ; je mène l'ordonnée 
MP perpendiculaire à BX, et je pose BP = a?, MP = y. OA 
étant le rayon du collier, et MAQ l'angle d'une génératrice 
quelconque avec le plan du collier, je ferai OA=a, MAQ=a. 
Enfin, pour fixer la position du plan coupant, je prendrai 
la distance OB = 6 et l'angle OBX = ^. 

Il s'agit d'arriver à une relation entre les coordonnées x 
et y. A cet effet, supposons que la génératrice passant au 
point M soit la droite MA, laquelle rencontre le collier en 
A. Menons AQ tangente au collier, MQ perpendiculaire à 
AQ, et PR perpendiculaire à BO ; puis tirons OA, OQ, QB< 
La figure HPRQ sera un rectangle, et on aura PR = MQ, 
QR=:MP = y. 

Le triangle OQR est rectangle en R, et donne QR* ou 

y* = ÔQ* — OR*. Or le triangle rectangle OAQ donne OQ* 
= AQ" + a* ; donc 

y' = ÏQ* — ÔR* + a». 
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Dans le triangle BPR^ on a l'hypoténuse BP = x et l'angle 
PBR = p ; donc MQ = PR'= x sin ^. Par suite le triangle 
rectangle MÂQ, dans lequel l'angle MAQ est égal à a, donne 

AQ =MQ X cot a = «sin p cota. 

Du même triangle BPR on tire BR = x cos p, et de là ré- 
sulte 

OR = BR — BO = a; cos p — 6 . 

Substituons ces valeurs de AQ et de OR dans l'expression 
de y*, et il vient 

y" = x^ sin* pcot' a — (jccosp — 6)* + a' 
= (sin" pcot* a — cos* p) x^ + 26a; cos p + a* — 6'. 

Au moyen des relations connues 

ta M • lo .1 COS'a 1 Sin^a 
COS*P = 1 — 8in*P, cot* a = . , = r-î , 

^ ^ Sin"a sin'a 

on peut changer la valeur de y' en celle-ci 

[4] y*=(5^-l)^" + 26cosp.a: + a*-6V 

et telle est l'équation de la courbe d'intersection de la sur- 
face gauche par un plan quelconque. 

Il est permis de supposer que a et p sont des angles aigus. 
Dès lors il est facile de voir que cette équation représente 
une ellipse, une parabole, ou une hyperbole, selon qu'on 
prend p < a, p = a, ou p > a : car, dans le premier cas, 
le multiplicateur de x^ est négatif, il est nul dans le second, 
et positif dans le troisième. 

Scolie L Si on fiEÛt a=0, le rayon OA devient nul, et 
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Thyperboloîde se change en son c6ne asymptote. Par cette 
hypothèse l'équation [4] devient 

t^^ V'=(S-0''' + 2fccosp.a:-6'; 

et comme le coefficient de x* n'a pas changé, on en con- 
clut que les sections faites par le même plan, dans l'hyper- 
boloide et dans le cône asymptote, sont des courbes de 
même espèce. 

Scolie IL Transportons le plan coupant parallèlement à 
lui-même au sommet du cône, et pour cela faisons 6 == : 
l'équation [ô] se réduit à 



\sm' a / 



Celle-ci donne un point unique quand l'équation [à] repx'é- 
sente une ellipse; une droite; quand l'équation [à] repré- 
sente une parcibole ; et deux droites qui se coupent quand 
l'équation [&] représente une hyperbole. Ainsi, pour juger 
si une section de l'hyperboloïde est une ellipse, une para- 
bole ou une hyperbole, il suffit d'examiner si un plan pa> 
rallèle, passant par le centre, coupe le cône asymptote en 
un point unique, suivant une droite, ou suivant deux 
droites* Dans le dernier cas, on doit observer que les deux 
droites sont parallèles aux asymptotes de l'hyperbole. 

Scolie III. Le cas où la surface est coupée par un plan 
qui passe suivant l'axe, est compris dans l'équation [&]. 
Pour l'en déduire, il faut supposer que le point B est placé 
en 0, et que la ligne BX coïncide avec OZ : c'est à-dire 
qu'on doit faire 6 = 0, et p = 90'. Alors en effet on re- 
tombe sur Téquation [1], y* = x^ cot' a + o*. 
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-dur rhyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique* 

71. Théorème. VhyperboUnde à une nappe peut ilre en- 
gendré de deux manières différentes par le mouvement S une 
droite. 

D'après la définition (62), cette surface est décrite par 
une droite qu'on ferait glisser sur trois droites fixes qui ne 
sont point parallèles à un même plan. Désignons par A, B, 
G, ces trois directiices, et supposons que trois génératrices 
quelconques a, 6, c, soient prises pour diriger le mouvement 
d*une droite mobile. La proposition qu'il faut démontrer, 
c'est que la nouvelle surface, ainsi décrite, est identique 
avec la surface donnée; et tout se réduit à faire voir qu'une 
génératrice prise à volonté sur Tune des surfaces est ren- 
contrée en chacun de ses points par une généralrice de 
l'autre surface : car alors il sera évident qu'elle est tout 
entière sur cette dernière surface. J'établirai d'abord le 
lemme suivant. 

Soient données^ datu un plan^ tant de droites qu*on vou- 
draj parlant d'un même point A (iig. 22). Coupez-les par 
une droite CG; des points dC intersection E, £',.., menez des 
droites à un point quelconque B, situé dans le plan ou hors 
du plan des droites données; puis^ supposez qu'on tire 
d£ux transversales^ tiW et ?'?'\ de telle manière qu'on ait 
m : PP :: N'N'' : FP''. Je dis qu'on aura la suite de rap- 
ports égaux 

[1] NN' : PF :: N'N"' : P'P" :: N"N'" l'P^P"', etc. 

Parallèlement à la transversale NN"' menez AG qui coupe 
GG' en G, et joignez BG. Prolongez NN"' jusqu'à sa rencontre 
D avec la même droite GG\ et menez parallèlement à BG 

7 
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la droite DQ, qui coupe les lignes BE, BE', BE*",... en Q, 
Q', Q",... enfin tirez AB, NQ, N'Q'... 

A. cause des parallèle» DIN et GA, DQ et GB, oo a 
ED : DC :: EN : NA :i EQ : QB; donc NQ est parallèle à AB. 
Un raisonnement semblable prouve que N'Q', N"Q",..* sont 
aussi parallèles à A£. 

A cause de ces parallèles, on doit avoir la suite de es^- 
ports égaux. 

[2J NN' : QQ :: N'N*' : QQ^ :: N''N'" r Q"Q"^ etc; 

Si on ne considère que les deux premiers rapports, on 
peut écrire NN' : N'N'' :: QQ' : Q'Q".. Mais par hypothèse, on 
a NN' : N'N'' :: PF : P'P'^ donc QQ' : QQ" :: PP' :FP"; donc 
QQ" est parallèle à PP", et par conséquent on a 

[3] PF : QQ :: V?'' : Q'Q" :: P'T" : Q''Q", etc. 

En comparant les suites [2] et [3], on conclut la suite [1] 
qui était à démontrer. 

Passons actuellement au théorème proposé. Soient 
(fig. 23) AA', BB\ GC' les trois directrices de l'hyperboloïde, 
et afr, a'6', a"6" trois génératrices quelconques, qui cou- 
pent ces directrices aux points a, 6, c, a\ 6', </, a'', 6'^, c". 
Considérons les trois lignes a6, a!b\ (^%" comme les di- 
rectrices d'une seconde surface gauche, et soit mai une 
droite qui les coupe en m, m\ m'" : la droite nrni. sera une 
génératrice de cette surface. Prenons à volonté un point o 
sur mrti ; par ce point et par A A' conduisons un plan kb"'c"\ 
qui rencontre BB' et GG' aux points 6"' et c'" ; puis me- 
nons la droite V'd". Gette droite ira couper AA' en quelque 
point a'", et par conséquent elle sera une génératrice de la 
première surface : je vais faire voir qu elle passe au point o. 
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Par la droite GG! conduisons les deux plans BGG', AGG! : 
If un- parallèle* à ÂÂ' et rencoatrant BB' en B^J'autm pacal- 
lèla.àiBB' et. cencentraDt ÂA' ent Â; puis, tirons Ar^ Ac',,«, 

Bct, ic' Par. les points m, nir^^^ menons des parallèles 

à AA' : comme elles sont dans les plans Aac, Aa'c', Aa'V, 
et que. la ligne maiim!! est droite, IL est clair qu'elles ren- 
oontrent Ac« kc\M'' en trois^ points n^ n'„n'\,qui sontauss 
en.ligne droite*. Par les. mêmes points m,. m\. m'' y menoiiB 
encore^ des parallèles à.BBV lesquelles rencontrent Bc,.B6\ 
Bo', aux points p^ p'y p'\ aussi ea- ligne droite» Imaginons 
les plans nmp, Win'p\ n"m"p\ qui coupent CG' en g, q', qr» 
et. q;ui déterminent les parallélogrammes maqf^ ^vi^p\ 
m"n"q''p". Soient n"' T intersection de nn' avec Ac'", et p'" celle 
de pp' avec Bc'" : tirez n^^i'' parallèle à nj, et joignez p'"g'". 

Gette construction bien comprise, les parallèles donnent 
sur-le-champ mw! : rdm" :: nul : nV :: ^p' : p'p" ; donc, 
en vertu du lemme,, on aura 

fin' : vlnT in^'n!" :: pp- : p'p*' : p^p'". 
Mais, à cause des parallèles n!q\ n"^\ fl"<i'\. on a 

par conséquent on a. aussi p'jl' : p"p'" ;: çV : g^g"'; donc 
p" Y" est parallèle à /gf'. 

Achevons le parallélogramme n!!"q"'p'"m'"f (on verra tout 
à l'heure pourquoi les lettres o et m!" sont placées sur le 
même point). Le côté m"'n'" étant parallèle à mn doit être 
dans le plan des lignes Tnm\ nn' ; et le côté m"'p"' étant 
parallèle à mp doit être dans le plan des lignes mm\ pp' : 
donc le point m'" est commun aux deux plans. Or, la droite 
mm\ est l'intersection de ces plans; donc le point m"^ est 



100 DEUXIÈME PABTIB. 

sur la ligne mm!. Les lignes m'V" et m!"p''' sont ausn, 
respectivement, dans les plans kh"'é" et B6"V", lesquels 
se coupent suivant 6'"c'" ; donc le point ml" appartient aussi 
à cette intersection ; donc il est commun aux droites mml 
et y V". 

D'après la construction, le plan A&'V" rencontre la 
droite mml au point o ; donc les points o et ml" coïncident. 
Donc tous les points d'une génératrice prise sur Tune des 
surfaces gauches doivent aussi appartenir à l'autre sur- 
face, ce qui revient à dire que les deux surfaces n'en font 
qu'une. 

Scolie I. li y a lieu à reconnaître sur l'hyperboloîde 
deux systèmes bien distincts de génératrices ; et, d'après 
la démonstration qui vient d'être développée, il est facile 
d'apercevoir que deux génératrices de systèmes différents 
sont toujours comprises dans un même plan. Mais elles ne 
le sont jamais quand elles appartiennent au même système : 
car, si alors elles étaient dans un même plan, comme elles 
sont rencontrées par toutes les génératrices de l'autre sys- 
tème, celles-ci seraient aussi dans ce plan , et la surface 
serait plane ; donc les trois droites directrices de la surface 
seraient dans un même plan, ce qui est contraire à la défi- 
nition de l'hyperboloîde (62). Trois génératrices d'un même 
système ne peuvent pas non plus être parallèles à un plan : 
car si cela était, la surface serait un paraboloîde. Voyez le 
tcolie II du n"" 73. 

Scolie IL Quand les directrices AA', BB\ GC sont paral- 
lèles à un plan, auquel cas la surface, ainsi qu'on vient de 
le dire, se change en un paraboloïde, les deux plans menés 
par ce, respectivement parallèles aux droites AA' et Bff, 
se réduisent à un seul, et la démonstration précédente n'a 
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plus lieiL Cependant on verra tout à l'heure (73) que le 
théorème subsiste encore. 

72. Théorème. Avec les trois directrices d^ un hyperboUMe 
à une nappe^ on peut construire un paralUlépipide dont 
trois arêtes sont sur ces directrices^ et dont le centre est 
aussi celui de Vhyperboloide. 

Remarquons d'abord que deux droites étant données, non 
situées dans le même plan, on peut toujours mener par 
chacune d'elles un plan parallèle à l'autre, et que les deux 
plans sdnsi déterminés sont parallèles entre eux. Dès lors 
il est évident qu'on peut mener, par chacune des trois di- 
rectrices, deux plans respectivement parallèles aux deux 
autres, et qu'on aura de cette manière six plans parallèles 
deux à deux, qui formeront un parallélépipède. Les direc- 
trices sont des arêtes de ce parallélépipède, car chacune 
d'elles est commune à deux de ces plans. 

Soient (fig. 2&) AA', BB', GG les trois directrices avec 
lesquelles on a construit le parallélépipède. Les arêtes op- 
posées BC', GA', AB' sont des génératrices de l'hyperbo* 
loïde; car AB', par exemple, rencontre les trois directrices, 
savoir : AA' en A, BB' en B', et CG à l'infini. D'après le 
théorème précédent, on peut donc prendre ces trois arêtes 
pour directrices de l'hyperboloîde. Considérons une gé- 
nératrice quelconque LM qui coupe les directrices du pre- 
mier mode en L, M, N, et prenons, sur celles du second 
mode, BL' = A'L, CM'=:B'M, B'N' = CN : je dis que les 
points L', M', N' sont en ligne droite. 

La ligne BL' étant égale et parallèle à AX, les droites 
A'B et LL' se coupent en deux parties égales; donc le 
point 0, milieu de la diagonale A'B, est aussi le milieu de 



lOS iffiuifÈMC nnnnc. 

UL\ fhe noftEDe, AVétant égalent paralMe %'M» leiniliBo 
de la droite MM' est au point 0. fiirfin iBn^memnitla dia- 
gonale B'G et en observant que B'N' est égale àCN, on 
vierrah que la droite W a aussi son milieu ^n 0. Or, ide 
ce que 'les 'lignes Tif, MM', fW'unt leur milieu nen'O, on 
conclut que la droite LW est parsUIële % IM, 'et la aroHe 
L'N' parallèle à LN ; donc la ligne IfL'N' 'est une 'ëroite 
panUieie à MLN. 

'Haintenant , supposons que la ^dnératrioe IM ait été 
menée par un -point quelconque ¥ et Thyperbôldlâe , ^ 
menons PO, dont 'le 'prolongement rencontre 'L'M' en 9^'z 
leponrt P' sera sur la suriaee. Or, les triangles LOT et l.'W 
étant égaux, on a'OP'= OP; donc toute tlroiite menée pw 
le point 0, et terminée à la ^uifaee, a'son milieu «n 9. 
Donc rhyperbôloîde aie même centre que ileparallélépi- 
p6Ae construit sur les trois directrices. 

Scolie. La démonstration précédente 'provre aussi que 
toute génératrix^ prise dans un mode de géalérationa^a 
paraHèle dans Tautre mode, que ces êeax droites «)nt 
dans un plan passant parole centre, et qu'elles sont à égale 
dlâtance de ce centre. 

'79. Thêokêiic. Lt ^txniboldiSt hypeHtdlique petH 'être 
engendré de itettx manières par tme droite. 

'Ce parabôloïde eât décrit par une droite qui é*Bppifie 
sur deux autres AB, CD (fig, '26) , ^t qui reste parallèle ^ 
un plan XY; par conséquent, en menant 'des plans panD- 
lèles à XY, leurs intersections avec les directrices détermi- 
neront des droites teTIes que AC,1D, fiF, qui seront des 
génératrices de la surface. le mène -un plan tlY parallèle 
aux droites A'B et CD : je prends AC et'BD pour directrices 
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d*xiB second paraboloMe, le plan UV pour plan dh'ecteur i 
et je dis que ce para boloîde est identique avec le premier. 
Il feiut donc démontrer qu'une génératrice quelconque EF 
du premier est toujoure rencontrée par Tine génératrice du 
second, ou, «ce qm revient au même, que tout plan paral- 
lèle à CV coupe AG, BD, EF, en trois points 6, H, I, qui 
sont en ligne droite. 

Conduisez un plan par AB et AG : les plans parallèles à 
XY, qui déterarinentt les génératrices BD, 'EF'de la première 
surface, rencontrent le plan BAC suivant les droites BK, EM, 
paraBèles 4 AC. Pareillement les plans parallèles à DV, qui 
détermîneirt les gënératiices'CD, GH,'âe la seconde eu i face, 
rencontrent le plan BAC suivant CK, <îL, parallèSes 4 AB. 
Enfin, les intersections de ces deux plans avec les deux 
précédenits sont les droites DK, FM, HL, IN, parallèles 
entre elles. Gela posé, à cause des parallèles, on a 

IN : VM :: EN : EM, 
FM : DK :: CM : GK, 
DK : HL :: BK : BL 

MultiplieE ces proportions par ordre, et observez que 
EN = BL et EM = !BK. En simplHiant les rapports H vient 
IN : SL :; CM : CK, ou :: 6N : GL ; doro les pcînte '6, 
H, 1, sont en ligne droite. Diane les deux surfaces n'en fout 
qu'une. 

Scolie I. De la double génération du paràboloïde hyper- 
bdFrque, il résulte qu'on peut mener deux droites sur cette 
surface, par t^liacun de ses points. 11 en résulte encore que 
teut plan parallèle à deux génératrices d'un tnème mode 
coupe ht surface suivant une droite. 
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Sealie IL Si on prend sur un paraboloide hyperbolique 
trois génératrices d'un même mode» telles que ÂG, BD, EF, 
et qu'on s'en serve pour diriger le mouvement d*une droite, 
cette droite décrira une surface déterminée, qui ne peut 
être que le paraboloîde lui-même ; donc un paraboloîde 
hyperbolique peut être engendré par une droite qui glisse 
sur trois directrices parallèles à un plan. 

Réciproquement, toute surface ainsi engendrée est un 
paraboloîde hyperbolique. En efifet, supposez que ÀG, BD, 
EF soient trois directrices parallèles au plan XT, et que AB 
et GD soient deux génératrices qui les coupent en A, B, E, 
et en G, D, F : menez le plan UV parallèle à ces deux 
génératrices, et ensuite, parallèlement à UV, un plan quel- 
conque qui coupe les directrices en G, H, L En faisant les 
mêmes constructions et les mêmes proportions que plus 
haut, on conclut encore que la ligne GHI est droite ; donc 
elle est une génératrice de la surface. Mais cette droite est 
parallèle au plan UV ; donc la surface est un paraboloîde 
hyperbolique* 

SeoUe III. Toutes les génératrices d'un même système 
étant parallèles à un plan, elles coupent chaque génératrice 
de l'autre en parties proportionnelles ; de là il suit qu'on 
peut encore engendrer le paraboloîde hyperbolique en fai- 
sant glisser la ligne EF sur les directrices AB et GD de 

AK CV 

manière qu'on ait toujours l'égalité sô = îtb- 

Da Dr 

Gette propriété a son analogue dans Thyperboloîde à une 
nappe. Supposons que les droites AB, GD, GH (fig. 26), 
non parallèles à un même plan, soient les directrices d'un 
hyperboloîde. Prenons deux génératrices particulières AGG, 
BDH, et ensuite une génératrice quelconque EFI : en dési- 
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gnant par a une quantité constante, laquelle est déterminée 

AK CF 
pour chaque hyperboloîde, on devra avoir Sp = fjBX ^* 

Pour démontrer cette proposition, on peut se servir du 
plan mené par ]a droite AB parallèlement à CD, lequel 
coupe 6H au point Q. Toutes les constructions sont indi- 
quées sur la figure ; le lecteur devra trouver a = QL : QN. 

Sar les plans tangents aux surfaces gauches. 

7A. Théobême. Si deux surfaces gauches <mt une généra'- 
triée commune^ et Us mêmes plans tangents en trois points 
de cette génératrice j elles se raccordent parfaitement : c'est^ 
à^dire qu'elles ont un mime plan tangent en tout autre point 
de cette génératrice. 

Soient, sur la génératrice commune, les trois points L, 
H, N (fig. 27) , pour lesquels les • plans tangents sont les 
mêmes. Puisque le plan tangent au point L est commun aux 
deux surfaces, en menant par ce point un plan quelconque, 
il les coupera suivant des courbes LA et LA', qui auront 
pour tangente commune Tintersection LR de ce plan avec 
le plan tangent (60) , et'qui par conséquent, dans une por* 
tion infiniment petite LL' de cette tangente, doivent être 
regardées comme coïncidentes. Semblablement, en menant 
un plan par le point M, on trouvera deux courbes MB, MV, 
qui auront un élément commun MM'; et, en menant un 
plan par le poiiit N, deux courbes NG, NG\ qui auront aussi 
un élément commun NN'. En faisant glisser la droite LN, 
d'abord sur les trms courbes LA, MB, NG, et ensuite sur 
les trois courbes LA', MB', NG', on reproduit les deux surfaces 
proposées ; donc ces deux surfaces sont coïncidentes, dans 
toute la partie comprise entre les génératrices infiniment 
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voiBiMB LN et L'N'; ^donc en dwqae frant de LM Dee 
faces ont le mftme plan taqgent (60). 

Scolie. Si lesAeux surfaces gauches sont engendrées par 
une droite qdi demeure parallèle :aii •même plan, il «uffit 
de deux plam tangents 'coœnans «en deux fioiiite d' 
même génératnoe, ponr qu'il y ait racnordement. Bn 
supposons ces 'conditione Tenvplies, ^et, par chacun 1 
deux points, menons un plan qui coupe les surfaces. On 
obtient ainsi, sur chaque surface, deux courbes qu'on peut 
piendre pDur des deux ^îpeotrioes de ceitA .«nfaoe, et ^qui 
ont Kespeo^emeDt (un éiéfneiit commun avec les .courbes 
de J'autne surface^ vdono, quand k génératrice parcourt jces 
éléments «oi^miBuns en .ceetaot .pacallàle .au .plan directeur* 
on peut la considérer comme étant sur les deux surfaces k 
lalfoiEt'et partconséquentices surJEacesM raccordent. 

jEnigénéral, pour déterminer Je mouvement d'une dmite 
qui décrit une surface fgauche, itceîs conditions eont néces- 
sairea. Si^ipeur deux surfaces gauches qui ont une généra» 
trlœ commune, des trois oondilioBS sont différentes, il faut 
t0eifi!p)ans tangente communs en trois points de «cette, gêné- 
raloice^ pour que 'les enrfaces se toucheat dans les autres 
points de ila génératrice «commune. S'il y a une oondhion 
commune, deux :plans (tangents communs .su^OSsent; Avec 
dam conditiosfi conumunea, il n'en faut qu'iun. 

7 à. XiiâûiiÈMË. I^and on daU ùonêirmre uu pkm tav^ 
ffent m vm point deamé d'une -êurfaoe nauohe quekenque^ 
on (peut imijeurs remplacer ceUe surface peur une êurfaee 
gauche à éireotrioei irectilignes, et alors la ocmêtrucUo» du 
plua taugeÊU mt facile, 

AsâoeH domiés une eur&ce gauche queloonque» une ,gb- 
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nâraivîoe dq|>p»teMat à^oefttesfinrface, «et lan ipoii^, sur «cAile 
g^teéralrioe, (par lequel on tpfOfNOSe ide mener :un ^an itas- 
gent à lia ma£msa. fD'apirès ie théorème précédeiit., on ^aeut 
remplacer cette surfaoe .par tûiite «antre Biurfane gasohe 
qui se ffacooffdera awec eUe «imanl; la «génôratrioe doonée : 
cksatr^à-idire «ine les deux anitfaces «doivent. avoir Irois plans 
tangflDts iSENHioaMiiins en itrau puinls de muette génératrine. 
Et 4anlse(foia, 46s tmis «plans tangeata (OOooiiQunB ne aooit 
nôeessaines qne'dans letcas oà„ tpour engendrer la /nouvelle 
9iii!fane,(0B ne 'CBmaenre aucune des Acois cendîtions qui dé- 
teruBOBeiit le imouvenent'de la génératoûse ide la premièw : 
car, si otn ne tohange que deux condiliaDS« deux pJans ian- 
gente tcemmans Buffisent:; et mônae il Ai'ee &ut plus qu'un 
SBdI,«i on ne»chaage^n'une seule oondiition. 

il feet 'évident qu'il existe .une infinité de fiurfacesgauches 
à idirecirlces irectiltgnes (îhypeid)olo£des icft «paraboloide^) 
cpû ipeuirant remplir ies^aQfindttiâiffi 'du draûcordemenjt. iDae 
fois lie choix .acrâlé, ia snBstnnction idu qilan <tangent ^st 
faeîle« Cn leffst, en ^aût (qu'il ^eÉt possible <de imener |)ar 
chaque ^ntd^naoe pareille suifaoe deux-droîtee qui y soient 
sitHées ttQnit>eDtièEes (71, 78) ; ^et, 'couune ces duottes sotnt à 
dles-^aitanes leura furopmes itangentea« elles ^émeai èÈst 
dons le plan :feaiBgent, qui dès ions se itirouve déterminé* 

fiar exemfde, eopposMsrque les tuois oanrbes LA^4IR,D(C 
(%« 2B) isolent les <dir£Qtricc8 'd'one «urfetae gamchf^ qm 
LU seittnie^BèBérBtnoe qui les eenpe en lu. M, M« et qu'on 
demande le pian ftangant au ipeint iG, «itué sur «œlïle géné- 
ratrice. Henec les tmgentss UQ, MP, NQ aux trois courbes, 
^iprenezces^Biigentespoiiri^fctrices d'une nouvcdie sur- 
face gauche. iEn chacun àss pointe L, M, Ji, le plan tangent 
sera le même pour les deux surfaces : car, au point !<, par 
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exemple, le plan tangent à chacune d'elles doit contenir la 
génératrice LM et la tangente LO. Il y a donc raccordement 
complet suivant LH, et par conséquent le plan tangent en 
6 est le même pour les deux surfaces. 

Pour déterminer ce plan tangent, il suffira donc de cher- 
cher la seconde droite en 6, qui est contenue sur la seconde 
surface. Gomme on connaît déjà une génératrice LM de 
cette surface, on en construira deux autres OP et RS : alors, 
considérant LM, OP, BS comme les directrices de cette 
surface, ce qui est permis (71, 73), on déterminera la gé- 
nératrice GH qui les rencontre toutes les trois ; et le plan 
passant par 6L et 6H sera le plan tangent demandé. 

11 est clair maintenant qu'on peut choisir la surface 
auxiliaire d'une infinité de manières, sans cesser de lui 
donner des droites pour directrices : car, au lieu des tan- 
gentes LO, MP, NQ, on peut prendre pour directrices trois 
droites quelconques menées respectivement, par les points 
L, M, N, dans les plans qui touchent la surface donnée 
en ces trois points. Le mieux, en général, est de prendre 
pour directrices les intersections de ces plans avec trois 
plans perpendiculaires à la génératrice LM. Alors la sur- 
face auxiliaire est un paraboloîde tout à fait déterminé 
(73, scolie 11), et la construction du plan tangent se sim- 
plifie. Pour ne pas changer la figure, supposons que LO, 
MP, NQ soient les trois directrices perpendiculûres à LM. 
On cherchera une droite OP qui les coupe toutes trois ; et, 
par le point 6, perpendiculairement à LM, on mènera un 
plan, qui rencontrera OP en H. D'après une propriété con- 
nue (73, seoUe 1), on est assuré que la droite 6H est sur 
le paraboloîde ; donc le plan L6H est le plan tangent de- 
mandé. 
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Problèmes sur les plans tangents aux surfaces développables. 

76. Problème L Connaissant la trace hùrizamaU iun 
cylindre et la direction des génératrices ^ trouver le plan 
tangent en un plan donné sur ce cylindre. 

Soit aec^(ProbL 2* part., fig. I) la trace horizontale 
du cylindre, c'est-à-dire, la courbe suivant laquelle il ren- 
contre le plan horizontal. Pour rendre les constructions plus 
faciles, je supposerai que cette courbe est un cercle ; mais 
l'explication n'en sera pas moins générale. 

Puisque la direction des génératrices est donnée, on 
peut mener à la courbe aecf les tangentes aft, ed, parallèles 
à la projection horizontale des génératrices; et ces tan- 
gentes seront les limites de la projection horizontale du cy- 
lindre, car il est évident que toutes les génératrices doivent 
se projeter entre ces deux lignes. Menons les tangentes 
ee\ ff perpendiculaires à xy, et les parallèles «V, fh! à 
la projection verticale des génératrices : il est clair encore 
que ces dernières droites seront les limites de la projection 
verticale du cylindre. 

Maintenant supposons qu'on donne Tune des projections 
d'un point du cylindre, la projection horizontale m, par 
exemple, et déterminons l'autre projection. A cet effet, on 
mène par le point m un plan vertical parallèle aux généra- 
trices , lequel ne peut couper le cylindre que suivant une 
ou plusieurs génératrices ; et les intersections de ces géné- 
ratrices avec la verticale élevée par le même point donnent 
les points de la surface qui sont projetés en m. Les traces 
de ce plan sont la droite mq menée parallèle à ab par le 
point m, et la droite qq' perpendiculaire à xy. La pre- 
mière rencontrant la courbe aecf en i et en A, il s'ensuit 
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que le plan coupe le cylindre suivant deux génératrices, 
qui ont toutes deux leur projection horizontale dirigée sui- 
yant mq^^ eu donti tes projection») verticales» s'obdenidvoQt 
enk abaiseanti les perpendiculaires iA^ Mci sur xy^ et es 
menant les parallèles iq'y 1f!g:\ ài fihl.. Mors ou mena* la 
ligne mittf perpendicullaiite aussi, à â^;; et les pointe* m' 
et m", oui elle rencontre, le» lignes iq^ ntUc^'y sont lis» pro* 
jectioas verticales des^poiDtaducyliiidce't.qiLÛ o^andentâà 
lai projection horizontale, m. 

Cela posé, supposonsiqu'oni demande le: plan tltngent an 
point [mv w!]^ On remarque d'abond cpie ce plaa doLb con- 
tenir la génératrice [tm„ tW],tdont les traces sont ietff; 
et^. ensuite, qu'il doit être tangent ati cylindi^e* e&i cliaque 
point de cette- génératrice (56) .. Or le plaa tangent à une 
surface doit contenir les tangente» à toutfô. les courhes 
tnaeée» sur cette surface par le point de contact: donc, si 
en mène la tangente it à la courbe aec, elle sera dans le 
plftn tangent ; et coname. elle est dans le plan horizontali» 
eUe est la. trace hori20utale du plan tangent.. Prolonges. U 
jusqu'à sa rencontre a avec xy et tirez atf : latracss^Mertir 
cale de ce plan sera ag', 

RefMurqueê^ Quelquefoie le point 9! est éloigné et serait 
peu commode pour déterminer «9.^ Dans* ce cas, oui poend 
ua point de la génératrice [imy iW]., le pednt [m\ m']v par 
exemple; et par ce point on mène une parallèle ài la. trace 
horizontale H.. Cette parallèle a pour projectionsi mr p»- 
nallèle à ta, et m'f' parallèle à xy ;; et comme elle est dans 
le plan tangent, sa^ trace verticale W appardent à la trace 
verticale de ce plan- Donc le point 1/ peut servir à déter- 
miner cette dernière trace, ou à la vérifier», si elle est déjà 
connue. On peut, encore,, pour le même objets menev une 
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parallèle- am génâratricesy pur un point quelconque de la 
traœ horizontale ta,^ 

8v on menait un second plaa tangent au cylindre, il 
y^ aurait alors une nouvelle vérification ; c'est que soa m*- 
tersectioni a^c le premier devrait être parallèle, aux gênés 
ratrices. Cette propriété résulte de ce que chaque plan 
tangent contient une génératrice,, et que toutes les géné- 
ratrices sont pasallèlea entse: elles {Intr, 23). Dans l'épure, 
on a déterminé le plan tangent au point [m^m'^] : ses- traces 
sont l§ et ^9" ; les^ projections de son intersection avec 
Tautias plan tangent sont Les droites lu et fu\ lesquelles 
doivent être parallèles à «6 et fh'^ 

La manière dont on a déterminé les projections m/, m'', 
doit être remarquée, car elle peut servir à construii^e les 
intersections d'un cylindre par une droite quelconque* Il 
^t clair en effet que sL on mène par cette droite un plan 
parallèle' aux génératrices^ la trace horizontale de ce plan 
doit rencontrer celle du cylindre en des points quii appar- 
tiennent aux génératrices suivant lesquelles le' plan/ coupe 
le cylindre. Dès lors il est facile d'avoir cesi génératrices, 
et par suite le point cherché*. 

77. Probièhe il. Mener un plan. tUngeni à wi cylindre 
par un point extérieur. 

Un plan tangent à un cylindre doit contenir une géné- 
ratrine, et,, dans le problème précédent, on a. vu que sa 
trace horizontale est tangente à celle du cylindre; donc, si 
on.imaginev par le point donné, une droite parallèle aux 
génératrices, elle sera tout entière dans le plan ; et si, 
a|>rès avoir construit les tracese horizontale et verticale de 
CGUei païaUèle, on mène, par la première,, des: tangentes à 
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la trace horizontale du^cylindre, ces tangentes seront les 
traces horizontales des différents plans tangents qui passent 
par le point donné. On aura ensuite les traces verticales 
de ces plans, en joignant les points où leurs traces hori- 
zontales rencontrent la ligne de terre, avec la trace verti- 
cale de la même parallèle. 

Les détails de construction sont représentés fig. IL Les 
projections du cylindre y sont comme dans la précédente ; 
les projections du point donné sont m et m', celles de la 
parallèle à la génératrice sont mi et mT, et les traces de 
cette parallèle sont i et u' : par conséquent les tangentes 
la, i^j menées à la base du cylindre, seront les traces ho- 
rizontales des plans tangents, et les droites au', pu! en se- 
ront les traces verticales. 

Remarque. Pour avoir des vérifications, on a mené par 
le point donné des parallèles aux traces horizontales (a et l^ : 
les points / et s\ où ces parallèles percent le plan ver- • 
tical, doivent se trouver sur les traces verticales au' et pu'. 
Les génératrices suivant lesquelles les deux plans touchent 
le cylindre fournissent aussi des vérifications. L'une 
d'elles, qui a pour projections ip et fp\ rencontre le plan 
vertical en p' ; et l'autre qui a pour projections kq et kq\ 
le rencontre en q\ Or, il est évident que la trace au' doit 
passer en p\ et la trace pu\en^. 

78. Problème III. Mener à un q/lindre un plan tangent 
parallèle à une droite donnée. 

Un plan tangent parallèle à une droite donnée doit con-« 
tenir une génératrice du cylindre et une parallèle à la 
droite donnée ; donc, si on mène par un point de cette 
droite une parallèle aux génératrices, le plan tangent sera 
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parallèle au plan déterminé par ces deux droites. En con- 
séquence, on construira les traces de ce dernier plan ; on 
mènera, parallèlement à sa trace horizontale, des tangentes 
à la trace horizontale du cylindre ; et ces tangentes seront 
les traces horizontales des plans tangents qui satisfont au 
problème. Les traces verticales sont faciles à construire, 
puisqu'on connaît les points où elles coupent la ligne de 
terre, et une droite à laquelle elles sont parallèles. 

Dans la fig. III, le point [o, o'], pris sur la droite don- 
née, est celui par lequel on a mené une parallèle aux gé- 
nératrices du cylindre : les traces du plan passant par ces 
deux lignes sont ^v et ^v'. Parallèlement à la trace hori- 
zontale, on a mené les tangentes ra et s^ ; parallèlement à 
la trace verticale, on a mené ar' et ^s' : les plans rar', «^' 
sont les plans tangents cherchés. Comme vérification, 
on remarquera que les génératrices [tp, ip'] et [kq^ k*q'\ 
doivent rencontrer le plan vertical sur les traces ar' et Ps'. 

79. Problème IV. Connaisfant la trace horizontale Sun 
cône et les projections du sommet, trouver le plan tangent 
en un point donné sur la surface. 

La marche à suivre est la même que pour le cylindre. 
Soient aed (fig. IV) la base ou trace horizontale du cône, 
et 0, o\ les projections du sommet. Pour avoir les limites 
entre lesquelles se projettent toutes les génératrices de la 
surface, on mène dans le plan horizontal les tangentes 
oa et o6, puis après avoir mené aussi les tangentes ce y dd\ 
perpendiculaires à xy, on tire, dans le plan vertical, les 
droites oV, o'd'. 

Commençons par déterminer les points de la surface qn 
correspondent à une projection donnée, par exemple, à la 
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projection verticale nf. Menons oW qui coupe ay en e\ et 
élevons t'e perpendiculaire à xy : les droites oV et /e sont 
les traces d'un plan qui est perpendiculaire au plan vertical, 
qu! contient les points cherchés, et qui passe au scmnaet 
du cône. Ce plan ne peut rencontrer le cône que suivant des 
génératrices; et, comme sa trace horizontale aV rencontre 
la base aed en e et /*, les projections horizontales de ces 
génératrices sont oe et of. Il est facile alors de trouver tes 
projections horizontales m et n des points cherchés. 

Supposons qu on veuille avoir te plan tangent au point 
[m, m!]. On remarquera que ce plan doit contenir la géné- 
ratrice [fif, o>'], et être tangent au cône dans toute Téten- 
dBe de cette ligne (56). Donc, si on mène la tangente ta 
an point e, et si ensuite on joint le point a au point p\ où 
la génératrice perce le plan vertical, les traces du plan 
tangent seront la et ap*. 

Remarques. Les observations ici sontlesmêmesqu'ârégard 
du cylindre. D'abord, si d'un point de lag<énératrice[otf, oV], 
du sommet, par exemple, on mène une pai-attèle à là trace 
«X, le point i/, où elle perce le plan vertical, doit èti^ sur 
la trace ap'. Ensuite, si on construit le fdaa tMigeot au 
point [n, m'}, son interseetiou avec le premier devrft paiaer 
au sommet du cône, et par suite les projeetioDl m, ^tf de 
cette intersection devront passer, l'une eo ip, l'autre en o'. 

Pour avoir \t» points d'un cône qui répcttâent à uM 
projection donnée, ou, ce qui est ïk même chose, peur trou- 
ver les iatersectious d'un côse avec une droite perpelrdî- 
Ciulaire àTuB des plans de projection, nous ftvone employé 
plus haut une construction qu on peut appliquer h une 
droite queleonque* G'eet-à^dîre que par eetie dreîte et par 
le sommet en faît paiser qd plau qcû coupe le cdne smvaut 
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une ûix plusiédrâ géfaëratfices, et qu oii prend les intersec- 
tions de ces génératrices avec la droite donnée < 

80, Pboblèiib V. Mener un plan tangent à un cAne par 
un point extérieur. 

Tout plaa tangent à un cône pass« par le sommet, et â 
pour trace horizontale une tangente à la base< En eonsé- 
quence, on joindra le point donné avec le sommet par une 
droite» puis on mènera, du point où cette droite peroe le 
plan horizontal des tangeirtes à la base du edoei et eee 
tangentes seront les traeea horizontales dee pliins tangeirta 
demandéa. Pour avoir leurs traces verticales, il n'y a^tt'à 
unir la trace verticale de la même droite avec les peiots e^ji 
les tangentes à la base rencontrent la ligne de terre* 

Sur répure (ûg. V), les projections du somoiet sent e^ d ; 
celles du point donné acmt i», m! ; celles de la droite menée 
par ces deux points sont om^ oW$ les traees de t&Uâ 
droite sont t ei u' ; les plans twgents sont lai*', t^. 

Pour vérification, on a cherché les traces verticalest» p' ei 
q'% des génératrices de contact, et aussi les traces verti- 
cales» r^ et »\ des parallèles, menées par le point denséf 
aux traces horizontales des deux {dans tangents. 

àl. PfiûBLÊiiK VL Oenef un plan tanffeeHàuHc^ner pa* 
raUékauHt 4 une droite éounée* 

Le pla» tangent, devant passer par le sommet du oéme 
et être parallèle à une droite donnée, contient la parâlMIe 
menée à cette droite par le sommets On voit <|u'aprèe aroir 
tracé les projeciiona ei, eft'f de œtte paralliie^ les een» 
structions à effectuer sont les mimea cpie dass lè p io blèHUî y 
précédent. Elles sont représentées sur l'épure YL 
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Probldin«s sur lefi plans tangents aux surfaces de révolution. 

82. Problème VII. Étant donnés taxe et le méridim 
dune surface de révolution^ mener le plan tangent en un 
point de la surface. 

DaDS cette question et les suivantes, j'adopterai comme 
données les dispositions que je vais faire connaître. 

Je prendrai, pour simplifier, Taxe de révolution verti- 
cal (fig. VII) : alors sa projection horizontale est un point 
unique a, et sa projection verticale a' a'' est perpendi- 
laire à la ligne de terre xy. Concevons qu'un plan pa- 
rallèle au plan vertical soit conduit par Taxe, il coupera la 
surface suivant un méridien qui se projette en vraie gran- 
deur sur le plan vertical : c'est la courbe n'b'n''^ que Ton 
suppose connue. La projection horizontale de cette courbe 
se confond avec la trace horizontale du plan qui la cou- 
tient : cette trace est lit), parallèle kxyet passant au point a. 
Sur la figure, la courbe n^b'n" est une ellipse, et le cercle 
décrit avec le rayon ab est la projection horizontale du 
parallèle décrit par le petit axe. 

Il faut d'abord expliquer, ainsi qu'on l'a fait pour les 
cylindres et les cônes, comment on détermine les points de 
la surface, qui ont pour projection un point donné du plan 
horizontal ou du plan vertical. Soit m cette projection, que 
nous prenons sur le plan horizontal : il est évident que le 
plan vertical qui a pour trace la droite tr, menée par les 
points a et m, coupe la surface suivant un méridien égal à 
u'6'n", et que les points de la surface, projetés en m, ap- 
partiennent à ce méridien. Pour les déterminer facile- 
ment, faisons tourner le plan de cette courbe autour de 
l'axe jusqu'à ce qu'il soit parallèle au plan vertical. Alors 
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la courbe sera projetée sur n'6'n''^ la trace ir se confondra 
avec uv, le point m, après avoir décrit un arc de cercle 
autour du centre a, sera placé en n sur ut, et par suite les 
intersections n' et n'" de la courbe n!b*n'' avec la ligne de 
projection nn' seront les projections verticales des points 
cherchés, considérés dans leurs nouvelles positions. Mais, 
pendant la rotation, ces points sont restés à la même hau- 
teur au-dessus du plan horizontal ; donc leurs véritables 
projections doivent être sur les horizontales n!m\ n'W; 
donc enfin elles sont aux intersections m' et m' de ces 
horizontales avec la ligne de projection mm {*). 

Actuellement proposons-nous de trouver le plan tangent 
au point [m, ni]. Il doit contenir les deux tangentes menées 
en ce point, Tune au parallèle, l'autre au méridien, et par 
là il est facile à déterminer. La première tangente est ho- 
rizontale ; elle a pour projections les droites m'p' et mp, 
dont Tune est parallèle à ocy^ et l'autre perpendiculaire à 
am; et elle rencontre le plan vertical en p'. De là on con- 
clut que la trace horizontale du plan tangent est parallèle 
à mp, et que sa trace verticale passe au point p'. 

Pour avoir la tangente au méridien du point de contact, 
on mène d'abord la tangente n'q' à la courbe nb'n'\ Les 
droites t»v, n'ç' sont les projections de la tangente au point 
[n, n'] du méridien projeté sur an; et cette tangente ren- 
contre le plan horizontal en q. Or, quand on revient du 
méridien an au méridien am, le point q décrit un arc au- 
tour du centre a et vient se placer en r; donc le point r est 

(*) Si , au lieu de la projection horizontale m , on eût pris pour donnée la 
projection verticale m\ la couatruction eût été encore plus simple : car alors 
on connaît sur-le-champ le parallèle qui contient les points corres|)ondants de 
la surface. 
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le pied de U twgente me^ée par le point [m* m'] au mévir 
dien dç ce point; donc la tr^ce borijsontal^ du p\m (q^ngent 
pasçe en r. On a vu plus haut qu'elle est parall^l^ k «p, et 
que la tri^ce verticale passe ^p p' ; donc, en menant h pa* 
rallële ra à mp et ^n tirant ç^p\ le plan tapgent Adra r«p'. 

/{fmarguei. U n'$t pas été nécessaire de cbexcber les 
projections de la dernière tangfinte ; mais il est facile de les 
ftVQir. En effet« lorsqu'on revi^ut au méridien am^ comme 
la tangente au point [n, n'] i^ncontre toujours l'aie de ré- 
volution au même point, la projection verticale de cette 
tangente doit toujours passer au même point a' de la ligne 
a' a''; donc, en tirant uue droite par m' et a\ les lignes am 
et aV seront les projections de la seconde tangente. On 
pçut employer ces projections pour déterminer les traces 
de cette tangente, lesquelles devront être sur les traces du 
plan tangent rap' et pourront servir à les vérifier. 

Que si on demande le plan tangent au point [m, m''], il y 
aura k faire des constructions analogues. Après les avoir 
effectuées, on remarquera que les deux tangentes au méri* 
dien am doivent se couper à la même hauteur que les tan- 
geptes aux points n! et n'' de la courbe n'b'n'\ et que par 
suite les plans tangçqt^ eux-mêmes se coupent suivant une 
borizontale située ^ cette bauteur. Ainsi oq aurait encore 
ces vérifications : que l'intersection des tangentes en n' et 
n'\ celle des projections verticales des tangentes au méri- 
dien amt et celle des traces verticales des plans tangents, 
sont trois points situés sur une même parallèle à my. 

8S. Problèhe YIIL Mener à une surface de révolution un 
plan tangmt paraUilê à un plan donné. 

Tout plan tangent à une surface de révolution doit être 
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perpendicuUire au plan du méridien qui passe au point de 
contact (59)» et conienir la tangente menée par ce point à 
ce oième méridien. Or, le plan langent demandé doit être pa- 
rallèle au plan donné; donc, si on conduit par Taxe de 
révolution un plan perpendiculaire au plan donné, il cou- 
pera la surface suivant le méridien sur lequel est situé le 
point de contact, et en même temps il coupera le plan 
donné suivant une droite à laquelle doit être parallèle la 
tangente au méridien. De là résulte la solution du problème 
proposé. D'abord, par l'axe de révolution et perpendiculai- 
rement au plan donné, on conduit un plan qui coupe le 
plan donné suivant une droite, et la surface suivant un 
méridien; ensuite, on mène h ce méridien des tangentes 
parallèles à cette droite; puis enfin, on mène par ces tan- 
gentes des plans perpendiculaires au plan méridien, lesquels 
seront les plans tangents cherchés. 

Les données relatives à la surface étant disposées comme 
dans le problème VII, supposons que le plan donné sgit 
bab' (fig. YIII). La perpendiculaire ac^ abaissée sur b«, est 
la trace du plan méridien qui contient les points de con- 
tact. Ce plan coupe le plan 6x6' suivant nne droite qui passe 
en c et dont je vais chercher un second point. A cet effet, 
par un point quelconque [d, d"] appartenant à la trace a6', 
j'imagine une parallèle [de, dV] à la trace b%; et Tiniersec- 
lion e de ac avec de est la projection horizontale d'un se- 
cond point de la droite dont il s'agit. Si alors on fait tour- 
ner le plan méridien ac autour de Taxe, pour le rendre 
parallèle au plan vertical, il sera facile d'avoir les positions 
feig que prennent les points c et e, et par suite la pro- 
jection verticale f'g^ de la droite dans sa nouvelle position. 

Concevons qu'avant la rotation on ait mené, parallèles à 
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cette droite, des tangentes au méridien dans le plan or 
Pour avoir leurs projections verticales après le déplacemeo 
du plan acj il suffit de mener à la courbe fcVA', dans h 
plan vertical, les tangentes fc't', kT, parallèles à fg\ Qoaci 
à leurs projections horizontales, elles sont alors sur «rr; b 
leurs tiaces horizontales sont t et {. Lorsqu'on remet le mé- 
ridien et les tangentes dans leur vraie position, ces points st 
placent sur ac en p et 9 : or, les plans tangents cbercbés 
doivent contenir les tangentes dont les traces horizontales 
sont ;; et 9, et de plus ils doivent être parallèles au plan.6z6 ; 
donc si on tire p^, ^y, parallèles à 6a, et ensuite Pp\ v^', 
parallèles à a6\ les plans tangents seront- f;|3p, Tf^'* 

Quant aux points de contact, on remarquera qu'après la 
rotation leurs projections verticales h\ k* sont connues, et 
de là il est facile de revenir aux vraies projection» de ces 
points, lesquelles sont m et m', n et n'. Alors on peut avoir 
des vérifications en menant, par ces points, des horizontales 
parallèles à 6x, lesquelles doivent percer le plan vertical 
en des points 1^ et s', placés sur les traces ^p' et -jY* 

8A. Problème IX. Par un point donné hors d'une surface 
de révolution^ mener un pUm tangent à cette surface de ma- 
nière que le contact ait lieu sur un parallèle donné. 

Le moyen de solution consiste à remplacer la surface de 
révolution par une autre surface qui la touche dans tous 
les points du parallèle donné, et pour laquelle le problème 
soit facile à résoudre. Pour remplir ces conditions, on peut 
choisir un cône ou une sphère, ce qui donne lieu à deux 
solutions. 

Première solution (fig. IX). Imaginons qu'une tangeute 
ï^oit menée à un méridien par un point du parallèle, et 
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qu'elle tourne en même temps que ce méridien autour de 
Taxe de révolution. Il est évident qu'elle engendre un cône 
droit qui contient le parallèle : or, je dis qu'en chaque point 
de ce parallèle le plan tangent est le même pour le cône que 
pour la surface donnée. En effet, pour qu'un plan passant 
par un point du parallèle soit tangent au cône, il doit con- 
tenir la tangente à ce parallèle et une génératrice du cône : 
or, pour être tangente à la surface, il doit contenir la tan- 
gente au même parallèle, et la tangente au méridien, laquelle 
n'est autre que la génératrice du cône ; donc les deux plans 
tangents n'en font qu'un seul. Ainsi, il ne s'agit que de 
mener un plan tangent au cône par le point donné, et ce 
problème est déjà connu (80) . 

Mais, dans la solution exposée au numéro cité, on se sert 
de la droite qui passe par le sommet du cône et par le point 
donné, et comme il peut arriver que ce s<Mnmet soit fort 
éloigné sur l'axe, il sera bon d'apprendre à s'en passer. 
C'est ce qu'on fera en remarquant que le pian horizontal 
mené par le point donné rencontre le cône suivant un 
cercle, et ses plans tangents suivant des tangentes à ce 
cercle : de sorte qu'en menant par le point donné deux tan- 
gentes à ce cercle, et ensuite un plan par chacune de ces 
tangentes et par la génératrice correspondante du cône, on 
aura les deux plans tangents qui satisfont à l'énoncé. Les 
constructions sont maintenant faciles à suivre. 

Soient d et d! les projections du point donné, et bmc^ 
b'c\ celles du parallèle donné. Je mène la tangente b'e\ qui 
est la projection verticale de la génératrice du cône auxi- 
Uaire, et l'horizontale d'e\ qui est la trace verticale du plan 
horizontal passant par le point donné. Je détermine les pro- 
jections 6, e du point où la génératrice rencontre ce plan ; 
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j6 4éori« un oerole avec le rayon #«, et je lui inèoe I09 tao- 
gentes dg et dh$ ou plutôt, sur ad coniuie dinmètre, je (race 
un cerçlOi lequel coupe le premier aux pointa de contact g 
et h dont on a besoin. Ces points sont en effet les projeciioDs 
horizontales de deun points appartenant aux génératrices 
de contact des plans tangents avec le cône ; et par suite 
les projections horizontales de ces génératrices sont les 
droites qy et ah* Il est visible alors que les intersections 
m et n de ces droites avec la projection bme du parallèle 
donné sont les projections horizontales des points de con- 
tact de la surface donnée avec les plans tangents demandés. 
Ensuite on trouve facilement les projections verticales m' et 
n' de ces points. 

Revenons à la détermination des plans tangente. La 
trace horizontale de la tangente projetée en 6V est p, et, 
pendant que cette tangente engendre le cône, le point p 
décrit autour du centre a un cercle qui coupe ag en f t et 
aft en r : d'où je conclus que les points 9 et r sont les traces 
horizontales des génératrices suivant lesquelles les plans 
tangents tonchent le cône auxiliaire. D'ailleurs, ces plans 
tangents doivent contenir les tangentes horizontales pro- 
jetées en dg et dA. En conséquence, on construira les traces 
verticales i' et k de ces tangentes, on mènera les lignes fa 
et r^ respectivement parallèles k ces tangentes, puis on ti- 
rera les droites ai' et ^k! ; et alors les plans tangents deman- 
dés seront çat' et r^if (*). 

(*) Les constructions qu'on Tient d'expliquer peuvent encore être présentées 
d*une manière fort simple comme il suit. Menez en un point do parsUèle 
donné un plan tangent à la surface de révolution ; faites tourner, autour 4e 
Taxe f le méridien auquel ce plan est perpendiculaire , et imaginez qu'il em- 
porte avec lui le plan tangent. 11 sera facile de trouver la position de ce dernlpr 
plan quand il pastie an point donné, et alors le problème sera résolu. 
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85. Seconde solution (fig. IX), Au lieu d'up câoe, on 
peut se servir d'une sphère qui, en chaque point du p»* 
rallële donné, ait* même plan tangent que la surface. Pour 
remplir cette condition, on mène par un point de ce paral- 
lèle la tangente et la norinale au méridien qui passe en ce 
point; et la poriion de normale comprise entre l'axe et la 
surface sera le rayon de la sphère auxiliaire. Il est clair, en 
effet, que si on fait tourner le cercle générateur de la sphère 
et le méridien autour de l'axe, le point qui leur est commun 
décrit le parallèla donné, et queo chaque point de ce pa- 
rallèle ils ont upe tangente commune ; or, le plan tangent à 
chaque surface doit contenir cette tangente, et aussi la tan- 
gente au parallèle : donc il est le même pour les deux tiur*^ 
faces. La question est donc réduite à mener par le point 
donné nn plan qui touche la sphère sur le parallèle donné. 
Menons une droite du centre de la sphère au point donné ; 
par cette droite conduisons un plan qui coupe la sphère 
suiv^^nt un grand cercle ; du point donné menons des tan- 
gentes k ce cercle; et enfin, concevons que ce cercle et les 
deux tangentes tournent autour de la droite qui joint le 
centre au point donné. 11 est clair que les points de contact 
décrivent un cercle dont le plan est perpendiculaire à cette 
droite, et sur lequel se trouvent les points de contact de 
tous les plans tangents qu'on peut mener à la sphère par le 
point donné ; donc les points où ce plan rencontre le pa- 
rallèle donné sont les points de contact des plans tangents 
cherchés. Ces points une fois connus, les plans tangent^ 
sont faciles à déterminer. 

Supposons que le cercle générateur de la sphère aun^ 
liaire soit t|*acé dans le méridien bc. Pour avoir sa projec* 
lion verticale, il suffit de mener la normale 6V et de dd- 
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crire un cercle du centre d avec le rayon o'6'. Le plan 
vertical élevé par la droite ad contient le point donné [d, d'] 
et un grand cercle de la sphère ; et, si de ce point on mène 
deux tangentes à ce cercle, le plan conduit par les deux 
points de contact, perpendiculairement au plan des tan- 
gentes, est celui qui, par son intersection avec le parallèle 
donné, détermine les points de contact dont il faut trouver 
les projections. Pour y pan'enir, faisons tourner le plan des 
tangentes autour de Taxe, afin de Tamener à être parallèle 
au plan vertical. Alors le cercle dU est la projection ver- 
ticale du grand cercle : on obtient celles du point donné 
[d, d'], dans sa nouvelle position, en décrivant Tare dS, en 
menant Thorizontale d'S', et en élevant la perpendiculaire 
88' à xy\ enfin, les projections des tangentes seront les 
droites 5T et 8')/', tangentes au cercle o'6'. 

Si le point donné avait réellement pour projection 8 et 
8', il est clair que le plan conduit par la corde a'X'", perpeo- 
diculairement au plan vertical de projection, serait celui 
dont il faut prendre les intersections avec le parallèle donné. 
Il est clair que ces intersections seraient projetées vertica- 
lement à la rencontre e de X'X" avec 6V, et horizontale- 
ment aux rencontres jjl et v, de la circonférence ab avec la 
ligne de projection ae' : de sorte que les poinls cherchés 
seraient projetés, l'un en (x et e', l'autre en v et e. 11 ne 
s'agit donc plus que de trouver ce que deviennent ces points 
quand on ramène le plan des tangentes à sa véritable posi- 
tion. Or, dans ce mouvement rétrograde, la droite qui unit 
ces points ne cesse pas d'être dans le parallèle donné, et 
d'être coupée perpendiculairement en son milieu par le 
plan des tangentes ; donc la projection horizontale de cette 
droite s'obtient en menant la corde mn perpendiculaire à 
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ad, et à la même distance du centre que [xv. De cette ma- 
nière, on a les projections horizontales m et n des points 
de contact de la surface avec les plans cherchés, et on en 
conclut ensuite les projections verticales m' et ri. 

Puisque les points de contact sont connus, la détermina- 
tion des plans tangents rentre dans une question déjà ré- 
solue (82). Mais, comme ces plans doivent être tangents à 
la sphère, on peut encore les déterminer en menant par le 
point [d,d'] deux plans respectivement perpendiculaires aux 
rayons [aw, ^vf{\ et \an^ iiv!^ : (Voir la figure). 

86. Problème X. Par un point donné hors ai une surface 
de révolution^ mener un plan qui soit tangent à cette surface 
sur un méridien donné. 

Imaginons un cylindre engendré par une droite qui se 
meut sur le méridien donné, en restant toujours perpen- 
diculaire au plan de ce méridien. En chaque point du méri- 
dien, le plan tangent est le même pour les deux surfaces. 
En effet, le plan tangent à la surface donnée contient la 
tangente au méridien et la tangente à un parallèle ; le plan 
tangent au cylindre contient une génératrice de ce cylindre, 
et aussi la tangente au méridien : or la génératrice, étant 
perpendiculaire au plan du méridien, n*est autre chose que 
la.tangente au parallèle; donc les deux plans tangents n'en 
font qu'un. Ainsi, il ne s'agit que de conduire par le point 
donné des plans tangents au cylindre (77). En conséquence, 
on mènera par ce point une parallèle aux génératrices du 
cylindre; du point où elle rencontre le plan du méridien 
on mènera des tangentes à ce méridien ; puis on fera passer 
des plans par cette parallèle et par chacune des tangentes. 
Ces plans seront les plans tangents cherchés. 
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Soient d et d' (lig. X) les projections du point donné, 
et aq la trace du plan vertical qui renferme le méridien. 
Les génératrices du cylindre auxiliaire devant être perpen- 
diculaires à ce plan, les projections de la parallèle, menée 
à ceâ génératrices par le point donné, seront dg perpen- 
diculaire à af , et d'g' parallèle à xy. En g est la projec- 
tion horizontale du point où cette parallèle rencontre le 
plan du méridien, et par lequel on doit mener des tan- 
gentes à ce méridien. 

Faisons tourner ce plan autour de Taxe de révolution pour 
le rendre parallèle au plan vertical. Le point g se portera 
en e ; et comme le point d'où partent les tangentes ne change 
pas de hauteur, sa projection verticale sera en e', rencontre 
de dy avec éd. Par suite, les projections verticales des tan- 
gentes seront les tangentes e'b^ et «V; et Celles des points de 
contact seront b' et c\ d'où l'on conclut les projections hori- 
zontales 6 et c. Il faut maintenant ramener le méridien à sa 
position primitive ; et, comme les points de contact décrivent 
des arcs horizontaux, il n'y a aucune difficulté à obtenir les 
projections qui répondent à la véritable situation de ces 
points. Celles du premier sont m, m'; celles du second n, n'. 
Quant aux plans tangents, on les détermine, puisqu'on 
connaît les points de contact, comme dans le n"" S2. 

87. Problème XI. Mener parallèlement à une droite don- 
née un ptan^ qui soit tangent à une surface de révolution 
sur un parallèle donné. 

Ici, comme dans le problème IX (SA), on remplace fa 
surface de révolution par un c6ne ou par une sphère, qui 
ait lés mêmes plans tangents que cette surface dans toua 
les points du parallèle donné. 
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Première solution (fig. XI). Soit dte' la projection verti- 
cale du parallèle donné. La tangente ctp' sera la projection 
verticale de la génératrice d'un cône droit qui a même axe 
que la surface, et qui a avec elle les mêmes plans tangents 
dans toute l'étendue du parallèle dV. Ainsi, la question est 
réduite à mener des plans tangents à ce cône parallèlement 
à la droite donnée ; et, suivant ce qui a été dit au n"" 81 , on y 
parvient en menant d'abord par le sommet du cÀne une pa- 
rallèle & la droite, et ensuite, par la trace horizontale de cette 
parallèle, des tangentes à la trace horizontale du côue. 
Mais le sommet du cône pouvant être fort éloigné, on obvie 
à cet inconvénient en faisant glisser le cône, sans le faire 
tourner, de façon que son sommet aille se placer en tel 
point de Taxe qu'on jugera commode. Après ce déplace- 
ment, les plans tangents sont encore parallèles à la droite 
donnée, et les génératrices de contact ont les mêmes prO- 
jections horizontales : or, 11 suffit de connaître ces projec- 
tions pour que le problème soit résolu. 

Plaçons le sommet du cône au point [a,a']. ^l on mène 
les droites a/, a'f\ respectivement parallèles kxyeik d'p\ 
on aura les projections de la génératrice; et, si ensuite on 
conàtroit )a trace horizontale f dé cette génératrice, la basé 
du cône sera le cercle décrit avec le rayon af. Soient bc et 
bt<f le^ profections de la droite donnée, at et aW celles de ïa 
parallèle menée par le sommet du cône, et l la trace hori- 
zontale de eetté parallèle. On mènera les tangentes ig et (A, 
ou plutôt on dé6rifa sur te diamètre ai un cercle qui ren- 
coâti^ la base du c6nè éû g 6t A ; puis on tirera ag et ah : 
céÀ droifeâ lieront les projections horizontâka dés généra- 
trice^ sni^tot lesquelles le eôoé est touché par leâr p!an^ 
tftH^àts pandlèles à la droite donnée. D'après ée qui a été 
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expliqué plus haut, ces projections contiennent celles des 
points de contact qui sont à déterminer sur le parallèle 
donné. Or, ce parallèle a pour projection horizontale le . 
cercle ad ; donc les intersections m et n sont les projections 
horizontales des points de contact, et on en conclut sur-le- 
champ les projections verticales m' et n\ au moyen de per- 
pendiculaires à xy. 

Il n'y a plus qu'à déterminer les plans tangents. Avec 
les constructions du problème VII (82) , on trouve les plans 
qa{ et rpk'. Toutefois on pourrait aussi employer les pa- 
rallèles à la droite donnée, menées par les points de con- 
tact : car l'une de ces parallèles doit être dans le premier 
plan, et l'autre dans le second. 

88. Seconde solution (fig. XI). Avec la normale o'd' on 
décrit un cercle, qui sera la projection d'un cercle situé 
dans le plan vertical uv, et dont la rotation autour de l'axe 
produira une sphère tangente à la surface donnée, dans 
toute l'étendue du parallèle d'e'. Concevons qu'on. ait mené ^ 
à cette sphère tous les plans tangents qui peuvent être pa- 
rallèles à la droite donnée, il est clair que le lieu de tous 
les points de contact sera un grand cercle perpendiculaire 
à cette droite, et que par conséquent les points communs 
à ce grand cercle et au parallèle donné seront les points de 
contact de la surface de révolution avec les plans tangents 
demandés. 

Pour déterminer plus commodément ces points com- 
muns, imaginons par un point quelconque de l'axe ui^e 
parallèle à la droite donnée, et soient al et a'ï les projec- 
tions de cette parallèle. Faisons-la tourner autour de l'axe 
pour l'amener à être parallèle au plan vertical, de manière 
que ses projections , deviennent aQ et a'V. Alors le grand 
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cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite donnée 
vient se projeter suivant le diamètre Yk" perpendiculaire à 
o'O', et les points qui sont communs avec le parallèle dV 
sont projetés verticalement en e\ et horizontalement en 
p. et y. En remettant aO dans la position at^ la corde [xv 
prendra la position mn^ perpendiculaire à a^ et à la même 
distance du centre a ; donc les points cherchés, placés 
dans leur véritable situation, ont leur projection horizon- 
tale en m et en n, d*où résultent ensuite les projections 
verticales m' et n'. 

Dans cette seconde solution , les plans tangents peuvent 
se déterminer par la condition de passer aux points de con- 
tact et d'être perpendiculsdres aux rayons menés de ces 
points au centre de la sphère. 

89. Problème XIL Mener à une surface de révolution un 
plan tangent qui soit parallèle à une droite donnée^ et dont 
le contact soit sur un méridien donné» 

Ici encore, comme dans le problème X, on substitue à la 
surface de révolution un cylindre perpendiculaire au plan 
du méridien donné, et ayant pour base ce méridien ; puis 
on cherche les plans tangents à ce cylindre parallèles à la 
droite donnée. En conséquence, et d'après ce qui a été vu 
n*78, on mènera par un point de la droite une parallèle 
aux génératrices du cylindre, c'est-à-dire une perpéndicu* 
laire au plan du méridien ; par cette parallèle et par la 
droite donnée, on conduira un plan dont on déterminera 
l'intersection avec le plan du méridien ; puis, au méridien, 
on mènera des tangentes parallèles à cette intersection : 
les points de contact de ces tangentes sont ceux des plans 
tangents demandés. 11 est clair, en effet, que les plans 

9 
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élevés suivant ces tangentes, perpendiculairement au plan 
méridien, satisfont aux conditions de l'énoncé. 

La droite donnée a pour projections 6c, 6'c' (fig. XII), 
mais on peut la remplacer par une droite [a^ aY] qui lui 
est parallèle et qui passe par un point de l'axe. Soient t la 
trace horizontale de cette parallèle, et td une perpendi- 
culaire à la trace horizontale aq du plan méridien donné, 
dans lequel l'énoncé exige que se trouvent les points de 
contact. La droite qui, dans Tespace, joint le point d au 
point [a, a'] est celle à laquelle doivent être parallèles les 
tangentes qu'il faut mener au méridien ; et pour cela nous 
ferons encore tourner ce dernier autour de l'axe, afin de le 
rendre parallèle au plan vertical. Alors le point d vient en 
e, et la droite dont il s'agit vient se projeter en a'e^ ; donc, 
si on mène les tangentes ^'p', e^r', parallèles à a'e\ puis 
f'fj g'g^ perpendiculaires à acy, les projections des points 
de contact seront fetf^ g et g\ Mais il faut établir ces 
points dans leur vraie situation : à cet elTet, on porte sur 
aq les projections horizontales ^ et 3 au moyen des arcs fm 
et ^n, puis on élève sur xy les perpendiculaires mm! et nn' 
qu*on termine aux horizontales fm' et g'n'. 

On trouve ainsi les projections m et m\ n et n\ des points 
de contact. Les plans tangents gat' et s^ se déterminent 
au moyen des tangentes fp' et g^ (Problème VII, n* 82). 

90. Problème XUl. Déterminer les projections de la 
courbe formée par les points de contact d'une surface de 
révolution avec tous les plans tangents quon peut mener à 
cette surface par un point extérieur : ou^ en d'autres termes^ 
trouver la courbe de contact d'une surface de révolution avec 
un cône circonscrit dont le sommet est donné. 



-I 



SUBFACLS COURBES ET PLANS TANGENTS. 131 

Considérez une suite de parallèles ou de méridiens, et, 
au moyen des problèmes IX et X, cherchez les points de 
contact des plans, qui passent par le sommet donné et qui 
touchent la surface sur ces parallèles ou sur ces méridiens. 
Tous les points de contact appartiendront à la courbe de- 
mandée; et, comme on peut les multiplier autant qu'on 
veut, cette courbe doit être regardée comme déterminée. 

Dans la fig. XIII, les projections du sommet donné sont 
d et d', et pour trouver les points de contact [m, m'] et [n, n'], 
situés sur le parallèle Vc\ on y a rapporté la construction 
exposée n^ 84. On y a détaillé aussi celle de plusieurs points 
remarquables : à cet égard, nos explications seront accom- 
modées au cas où le méridien est une ellipse, mais il sera 
facile de les modifier dans les autres cas. 

1° Pour avoir les points situés sur Vèquateur^ on remar- 
quera que la tangente menée au méridien par un point de . 
ce cercle est verticale, et qu'elle décrit, en tournant autour 
de Taxe, non un cône, mais un cylindre. De là il résulte 
qu'en menant les tangentes df, dfg, à la projection de Té- 
quateur, et ensuite les perpendiculaires ff\ gg' à la ligne 
de terre, les points dont il s'agit seront ceux dont les pro- 
jections sont /'et f'^ g et g\ Il est d'ailleurs évident à poste- 
riori que les plans verticaux élevés sur df et sur dg réunis- 
sent à la condition de passer par le sommet [d, d'], celle 
d'être tangents à la surface, l'un au point [/, /"], et l'autre 
au point [y, g'] : car chacun d'eux contient une tangente à 
l'équateur et une tangente au méridien. 

2* Dans le plan vertical menez les tangentes d'A', d'f, 
puis les lignes de projection fc'h, ïi : les points [ft,ft'] et [i,*"] 
appartiendront à la courbe des contacts. En effet, si on 
veut connaître les points de cette courbe situés sur les pa- 
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rallèles qui passent aux points ci-dessus, et si on emploie 
la même construction (SA) que pour le parallèle frV, il est 
facile de voir qu'on trouve ces deux points eux-mêmes. 
D'ailleurs on aperçoit sur-le-champ que les plans perpen- 
diculaires au plan vertical, conduits suivant d'h! et d'î', sont 
tangents à la surface en ces points, et qu'ils passent au 
sommet [d, d']. 

S"" Le plan méridien élevé sur da contient le sommet 
donné et partage la courbe des contacts en deux parties sy- 
métriques. Si on veut avoir les points de cette courbe qui 
ont dans ce plan, il suffit de mener, par le sommet donné, 
des tangentes au méridien qui y est contenu : car les plans 
conduits suivant ces tangentes , perpendiculairement au 
plan de ce méridien, sont évidemment tangents à la sur- 
face. Pour mener les tangentes dont il s'agit, on fera tour- 
ner le méridien autour de l'axe, pour le rendre parallèle au 
plan vertical. Supposons que les projections du sommet 
donné deviennent alors 8, S' : on mènera les tangentes S^ky 
87'; au moyen des points k et T, on déterminera k eti, 
qu'on ramènera en p et ^ sur la ligne da ; puis, on tirera les 
lignes de projection pp' et 99', qu'on terminera aux horizon- 
tales kp' et l'q'. On aura ainsi les projections p et p', q et 9', 
des points de contact cherchés. 

Ces derniers points offrent des particularités sur les- 
quelles je dois insister : c'est que l'un est le plus haut de 
la courbe de contact , et Tautre, le plus bas. Pour le dé- 
montrer, imaginons qu'on veuille appliquer les construc- 
tions faites sur le parallèle b'e' à des parallèles supérieurs 
au point fc^, ou inférieurs à V. Alors la tangente b'e\ menée 
en b\ et qui passe en deçà du point 8', serait remplacée 
par une tangente passant au delà. Par suite le cercle of. 
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qui par ses intersections r et 5, avec le cercle décrit sur da^ 
sert à déterminer les points m et n, est lui-même remplacé 
par un cercle qui enveloppe le cercle ad^ et qui n'a plus de 
point commun avec lui. Donc, par le sommet [d, d'], on ne 
peut mener aucim plan tangent dont le contact soit au- 
dessus de p\ ni au-dessous de 9'. 

Revenons aux points déterminés sur le parallèle b'c'. 
L'horizontale passant par ces points a mn pour projection 
horizontale, et devient tangente à la courbe des contacts 
lorsque m et n se réunissent en un seul point. Or ce cas 
arrive quand r et « viennent se confondre avec d, ce qui 
exige que la tangente 6V aille se placer sur ft'8' ou sur l'S. 
Ainsi, on revient encore aux points extrêmes p' et 9^, quand 
on cherche ceux où la tangente à la courbe de contact est 
horizontale. 

Remarque. Dans chaque projection de la courbe de con- 
tact on a distingué deux parties, l'une pleine et l'autre 
ponctuée. Dans la projection horizontale , la partie pleine 
fpg répond à la portion de la courbe qui est au-dessus de 
Féquateur, et la partie ponctuée fqg à celle qui est au-des- 
sous. Dans la projection verticale, la partie pleine ft^i' 
vient de la région antérieure au méridien &c, et la partie 
ponctuée h' fi vient de la région postérieure. 

91. Problème XIV. Trouver les projections de la courbe 
formée par les points de contact de tou9 les plans tangents 
menés à une surface de révolution parallèlement à une 
droite : ou^ en d'autres termes^ déterminer la courbe de contact 
de cette surface avec un cylindre circonscrit dont les généra- 
triées sont parallèles à une droite donnée. 

Prenez une suite de parallèles ou de méridiens; puis, au 
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moyen des constructions connues (87-89), cherchez sur 
chacun de ces parallèles ou de ces méridiens les points de 
contact de la surface de révolution avec des plans tangents 
parallèles à la droite donnée. La ligne qui joint tous ces 
points est la courbe demandée. 

Dans répure XIV, les projections de la droite donnée 
sont bc et b'c\ et on a appliqué au parallèle dV les con- 
structions du n° 87. On a déterminé ainsi les projections 
m et n, m' et n\ de deux points de la courbe. 

Pour obtenir les points placés sur Téquateur, on mène, 
parallèlement à 6c, des tangentes à la projection horizon- 
tale de cet équateur : on trouve ainsi f et y, qui sont les 
projections horizontales de ces points, et dont on conclut 
les projections verticales /" et g\ 

En menant des tangentes parallèles à &V, on trouve les 
points h! et t'. desquels on déduit h et t. Les points [fc, h'] 
et [t, t'] sont ceux où la courbe de contact rencontre le mé- 
ridien parallèle au plan vertical. 

Enfin, pour avoir les points de cette courbe, qui sont 
sur le méridien parallèle à la droite donnée, il suffit de 
mener des tangentes à ce méridien parallèles à la droite. 
A cet effet, on mène par un point de l'axe une parallèle 
[a(, a't*] à la droite; et comme cette parallèle est dans le 
plan du méridien dont il s'agit^ on amène ce plan à être 
parallèle au plan vertical , on cherche la projection verti- 
cale a!V de cette parallèle dans sa nouvelle position, et on 
mène des tangentes parallèles à aT. Ces tangentes déter- 
minent les points k' et f, et par suite k et L Alors, pour obte- 
nir les projections des points cherchés, tels qu'ils sont dans 
leur vraie situation « on décrit les arcs ftp et Iq^ puis on 
mène les lignes pp\ qq\ qu'on termine aux horisontales kj)\ 
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Z'g'. L'un des deux points qu'on vient de déterminer est le 
plus haut de la courbe, et l'autre, le plus bas. En ces points, 
les tangentes à la courbe sont horizontales. 

Dans la figure, on a eu soin encore de distinguer par la 
ponctuation les parties de la courbe de contact, qui répon- 
dent aux diverses régions de la surface. 

92. Problème XV. Par une droite donnée^ mener un plan 
tangent à une surface de révolution. 

Après les deux problèmes précédents, celui-ci n'a aucune 
difficulté. On prend à volonté un point sur la droite, et on 
déteraûne la courbe de contact de la surface avec le cône 
circonscrit qui a ce point pour sommet (90) : jes plans tan- 
gents à la surface, conduits par la droite, doivent être tan- 
gents à ce cône; par conséquent les points où ils touchent 
la surface de révolution sont sur la courbe de contact. En 
prenant un second sommet sur la droite donnée, on déter- 
mine une seconde courbe qui contient encore ces points ; 
donc ces points sont aux intersections des deux courbes. 

On pourra , sur la droite donnée , choisir pour sommets 
des cônes les points qu'on voudra : les constructions de- 
vront s'eifectuer comme dans le problème XIII. On pourra 
aussi remplacer un des cônes par un cylindre circonscrit à 
la surface, et parallèle à la droite donnée : alors la courbe 
de contact se détermine par le problème XIV. 

Dans l'épure XV, les projections de la droite donnée sont 
bc et 6V, le point [c, c'] de cette droite est celui qu'on a 
choisi pour le sommet du cône circonscrit, et on a trouvé 
que les projections de la courbe de contact sont dmen^ 
fm'g'fi. La seconde courbe est celle du contact d*un cy- 
lindre circonscrit parallèle à la droite : les projections de 
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cette courbe sont hmin^ lim'Vv!\ et, afin d'éviter la confii- 
sioD» on a tracé en points ronds toutes les constructions 
qui servent à les déterminer. 

On a eu soin aussi de distinguer par la ponctuation les 
parties des courbes qui appartiennent aux diverses régions 
de la surface ; et par ce moyen toute incertitude disparaît 
quand on veut reconnaître, dans les intersections des pro- 
jections, les points qui répondent aux intersections des 
courbes sur la surface. Par exemple , le point m doit venir 
d*une véritable intersection, parce qu'il est la rencontre des 
projections horizontales de deux portions de courbe situées 
au-dessous de Téquateur. On trouve ainsi sur la surface 
deux points d'intersection, [ffi,m'] et [n^v!]. 

Le plan tangent au point [m, m'] est rot'. Sa trace ra est 
perpendiculaire à am, et passe en r ob la droite donnée 
perce le plan horizontal; pour avoir sa trace verticale 9s\ 
on s'est servi de la parallèle [m«, m's'] mené à ar par le point 
de contact. On détermine de même les traces du second 
plan tangent : (la trace verticale sort des limites du cadre) . 

Seolie. La solution précédente n'est pas la seule. En gé- 
néral, quelle que soit la surface à laquelle on propose de 
mener un plan tangent par une droite, la question se réduit 
à trouver, sur la surface, un point par lequel on puisse 
meper deux tangentes qui rencontrent la droite. De là on 
conclut que, si l'on considère deux surfaces différentes, 
dont chacune soit engendrée par une droite assujettie à 
rencontrer toujours la droite donnée et à toucher la siu*- 
face proposée, les points communs aux deux courbes sui- 
vant lesquelles elles touchent cette surface seront les points 
de contact qu'il s'agit de trouver. 

La loi suivant laquelle se meut la génératrice des deux 
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sarfjBtces circonscrites peut varier d'une infinité de manières 
sans que cette génératrice cesse de rencontrer la droite 
donnée et d'être tangente à la surface proposée. Si on la 
fait passer toujours par uq même point de cette droite, 
elle engendre un cène ; et , si ce point est situé à Tinfini, 
c'est un cylindre. On peut encore coaper la surface propo- 
sée par une suite de plans horizontaux, et mener des tan- 
gentes aux sections par les points où ces plans rencontrent 
la droite donnée, ce qui déterminerait un conoîde. Des plans 
assujettis à une autre loi donneraient d'autres surfaces. 

Ce qui vient d'être dit s'applique à une surface quelcon- 
que (non développable) . S'il s'agit d'une surface de révo- 
lution dont l'axe soit vertical, les sections horizontales sont 
des cercles, auxquels il sera facile de mener des tangentes 
par les points où les plans de ces sections rencontrent la 
droite donnée ; et on a ainsi une première courbe. Pour en 
trouver une seconde, on pourrait faire des sections parallèles 
au plan vertical; mais il faudrait construire les courbes 
provenant de ces différentes sections, ce qui est peu com- 
mode. 11 vaudra mieux assujettir les plans coupants à pas- 
ser par Taxe, parce qu'ils couperont tous la surface suivant 
des méridiens : on mènera, par le point où chaque plan ren- 
contre la droite donnée, des tangentes au méridien qu'il 
renferme; et, la nouvelle courbe de contact étant construile, 
ses intersections avec la première donneront la solution. 

Plan tangent à la sphère par une droite donnée. 

9Î. Problème XVL Par une droite donnée mener un plmn 
langent à une sphère. 
Quatre solutions vont être expliquées. Pour plus de sim- 
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plioité, on supposera que la ligue de terre passe par le 
centime de la sphère ; de sorte que les intersections de cette 
sphère par les plans de projection seront deux grands cer- 
cles, lesquels , sur Tépure, sont confondus en un seul. 

i" solution (fig. XVI-1) . La question se réduit à trouver 
les points de contact, et on y parvient au moyen de deux 
cônes, ainsi qu'il a été expliqué au n"" 92 : mais on choisit, 
pour sommets de ces cônes, les traces mêmes de la droite. 
Imaginons, par sa trace horizontale, deux tangentes au 
grand cercle situé dans le plan horizontal ; puis faisons-les 
tourner autour de la droite qui unit le centre au sommet de 
ces tangentes. Il est clair qu'elles décrivent un cône droit 
qui touche la sphère suivant une circonférence dont le plan 
est vertical, et dont le diamètre est la corde menée entre 
les deux points de contact. Pareillement, imaginons qu'on 
ait mené, par la trace verticale de la droite, deux tan- 
gentes au grand cercle situé dans le plan vertical, et une 
droite allant au centre : la rotation des tangentes autour de 
cette dernière droite engendre un autre cône : et ce cône 
touche encore la sphère suivant une circonférence dont le 
plan est perpendiculaire au plan vertical, et qui a pour 
diamètre la corde menée entre les deux points de contact. 
Ces deux circonférences, que je nommerai les ba$e$ des 
cônes, devant contenir les points de contact, il faut déter- 
miner leurs intersections. A cet eflfet, on cherchera d'abord 
la droite suivant laquelle se coupent les plans des circon- 
férences, et ensuite les points où cette droite rencontre Tune 
d'elles. Ces constructions exigeront un rabattement. 

Soient ab et a!b' les projections de la droite donnée, a et 
b' ses traces : je mène les tangentes qui déterminent les 
cordes, ed et c'd\ La circonférence décrite sur cd, dans un 
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plan perpendiculaire au plan hoiizontal, est la base du cône 
qui a son sommet en a; et la circonférence décrite sur c'd', 
dans un plan perpendiculaire au plan vertical , est la base 
du cône qui a son sommet en b\ 11 est donc évident que les 
projections horizontales des points cherchés doivent être 
sur cdy et les projections verticales sur c'd'; de sorte qu'on 
peut encore considérer cd et cd' comme les projections de 
la corde qui unit ces points dans l'espace. 

Rabattons la base du second cône sur le plan vertical ; 
pour cela il suffit de décrire la circonférence c'Md'N sur le 
diamètre c'd\ Pour avoir la position que prend alors la corde 
dont il s'agit, je construis les points e et f où elle perce les 
plans de projection, et je remarque qu'après le rabattement 
le point /' n'a pas changé, et que le point e se place, per- 
pendiculairement à cfd\ à une distance e'E égale à c'e ; 
donc, en tirant Ef\ on aura le rabattement de la corde. 
Alors elle coupe la circonférence c'Md'N en M et N, qui sont 
les rabattements des points cherchés : or, quand on remet 
cette circonférence dans sa vraie position , les perpendicu- 
laires Mm', Nn' abaissées sur c^d' deviennent perpendicu- 
laires au plan vertical ; donc m' et n' sont les projections ver- 
ticales des points cherchés. On trouve ensuite les projections 
horizontales m et n, au moyen de mm' et nn\ qu'on ter- 
mine à cd. Comme vérification, on doit avoir am= Mm' et 
pn = Nn'. 

Il ne reste plus qu'à mener les traces des deux plans 
tangents, ce qui est facile; car ch^un d'eux passe par la 
droite donnée, et est perpendiculaire au ^ rayon mené au 
point de contact. En conséquence, sur les projections om^ 
om\ du premier rayon, on abaisse les perpendiculaires ap, 
b'p' ; et on a les traces du premier plan tangent, lesquelles 
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doivent se croiser sur la ligne de terre au m6me poiat. 
Pareillement sur les projections on^ on' du second rayon ^ 
on abaisse les perpendiculaires aq^ b'q\ lesquelles sont les 
traces du second plan tangent. 

9A. //* solution (même fig.). Au lieu du cône acd^ on 
emploie un cylindre. A cet effet, on mène par le centre de 
la sphère un plan tôt' perpendiculaire à la droite donnée ; 
puis on regarde le grand cercle d'intersection de ce plan 
avec la sphère comme la base d'un cylindre parallèle à la 
droite. Il est clair que les points de contact doivent être 
sur ce grand cercle, et que l'intersection du plan tôt' avec 
le plan de la base du cône bVd' sera la corde qui joint ces 
points de contact. La projection verticale de cette intersec- 
tion est c'd! ; sa projection horizontale cd est facile à trou- 
ver (19). On fait le rabattement c'Ud'fi de la base du cône, 
et les constructions s'achèvent comme précédemment. 

Remarque. Puisque le plan tôt' contient la corde qui joint 

les points cherchés, les traces ot et ot' doivent passer aux 

points e et f déterminés dans la première solution, comme 

tant ceux où cette corde rencontre les plans de projection. 

96. ii/* solution (fig. XVl-2). Dn des cônes suffit à lui 
seul. En effet, si on cherche le point où la droite rencontre 
le plan de la base de ce cône, et que par ce point on mène 
des tangentes à cette base, les plans conduits par la droite 
donnée et par ces tangentes, étant tangents au cône et à 
la sphère, seront les plans demandés. 

Servons-nous du cône b'c'd'^ dont la base est dans un 
plan élevé suivant c'(f , perpendiculairement au plan verti- 
cal. £n prolongeant a'b' et dd', l'intersection g' sera la pro- 
jection verticale du point où la droite rencontre le plan du 
cercle, et on aura la projection horizontale de ce point par 
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r intersection g de ab avec g'X, perpendiculaire à xy. On 
voit donc que la rencontre de la droite avec le plan a lieu, 
dans l'espace, sur une horizontale passant en g\ et dont la 
grandeur à partir de 9' est égale à g\. Par conséquent, en 
rabattant la base du cône sur le plan vertical, ce point se 
portera sur une perpendiculaire à dd\ à une distance 9^6 
égale à gX ; et les tangentes menées de ce point à la base 
du cône se rabatteront sur les tangentes GM et 6N. Alors, 
comme précédemment, on abaisse les perpendiculaires Mm', 
Nn', à c'd\ et ensuite des perpendiculaires à ory, sur les- 
quelles on prend am= Mm', et pn = Nn' : les projections 
des points de contact cherchés sont m, m', et n, n'. 

En menant, par les points a et 6', des perpendiculaires 
aux projections des rayons, on aura les traces des plans 
tangents. Mais il faut observer que, si on prolonge les tan- 
gentes 6M et GN jusqu'aux points r et 5, où elles rencon- 
trent c'd\ ces points ne doivent pas changer quand les tan- 
gentes reviennent à leur véritable position, et que par suite 
ils appartiennent aux traces verticales des plans tangents : 
la trace Vf' doit donc passer en r, et la trace 6 Y en «. 

96. /F' solution (même fig.). Enfin l'emploi du cylindre 
parallèle à la droite donnée, ou plutôt, du grand cercle 
dont le plan est perpendiculaire à cette droite , suffit aussi 
pour résoudre le problème. Il faut alors déterminer le point 
où ce plan rencontre la droite, et mener, par ce point , 
deux tangentes à ce grand cercle : elles feront connaître les 
points de contact ; et, en conduisant des plans par la droite 
donnée et par ces tangentes, on aura les plans tangents. 

On peut démontrer à posteriori^ que chacun de ces plans 
esi tangent à la sphère. Pour abréger, désignons-les par T 
et T', et le plan du grand cercle par G. Puisque le plan T 
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contient la droite donnée, il doit être perpendiculaire au 
plan G ; et puisqu'il contient une tangente au grand cercle, 
il est évident que celte tangente est l'intersection des plans 
T et G. Or le rayon mené au point de contact est, dans le 
plan G, perpendiculaire à cette tangente; donc le rayon est 
perpendiculaire au plan T; donc le plan T est tangent à la 
sphère. Même raisonnement pour le plan T, 

Maintenant voici les constructions. On mène par le centre, 
perpendiculairement à a6, aib\ les lignes oi, ot\ qui seront 
les traces du plan perpendiculaire à la droite donnée; on 
déternnne les projections h et h! du point d'intersection 
de la droite avec le plan ; on cherche la distance de ce 
point au point (, au moyen du triangle rectangle <fcv, dont 
ih est la base, et k^ la hauteur ; puis on fait tourner le 
plan toi' autour de oi, pour le rabattre sur le plan hori- 
zontal. Alors le grand cercle situé dans le plan tôt' vient 
se confondre avec celui qui est déjà tracé dans le plan ho- 
rizontiil; et, d'un autre côté, le point [Kh'] étant sur une 
verticale élevée en ft, et ht étant perpendiculaire à ot, il 
est clair que <v, dans l'espace, est perpendiculaire à ot 
[Intr, 19). 11 suit de là que, pour avoir le rabattement du 
point [fc,fc'], il faut prendre lE = ty sur le prolongement de 
ht^ et que, pour avoir celui des tangentes qui vont de ce 
point au grand cercle, il faut mener les tangentes HM', HN'. 

Remettons les choses à leur place, c'est-à-dire , rame- 
nons ces tangentes à la position qu'elles occupaient dans le 
plan lot! avant le rabattement. La tangente HM' rencontre 
la trace ot en un point t qui ne varie pas ; donc la projec- 
tion horizontale de cette tangente sera t'A. En abaissant ii 
perpendiculaire à ,Ty, et tirant t'ft', on aura sa projection 
verticale. Ainsi, on connaît déjà les projections d'une droite 
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qui contient l'un des points de contact. Mais le point M', en 
tournant, reste dans un plan perpendiculaire à o^ et par 
conséquent sa projection horizontale est sur la perpendicu- 
laire M'm à ot; donc la projection horizontale du premier 
point de contact se trouve à la rencontre de Wm avec ih^et 
par suite sa projection verticale est l'intersection de t'A' 
avec la ligne de projection mm'. On obtient de la même 
manière les projections ftfc, h'k de la seconde tangente, et 
ensuite les projections n, n! du second point de contact. 

La corde M'N' donne lieu à une vérification. Quand elle 
est remise à sa vraie position, ses projections sont mn et 
m'n\ Mais le point e, où elle coupe o/, restant fixe, est la 
trace horizontale de la corde qui joint les points de contact; 
donc il doit être sur la ligne mn^ et sa projection verticale 
e' doit être sur m'n'. 

Du reste, les traces des plans tangents se déterminent 
comme dans les autres solutions. Mais ici on remarquera que, 
les deux tangentes rencontrant le plan horizontal en t et en 
ft, sur la trace o^ les traces horizontales des plans tangents 
doivent passer respectivement par ces points. Pareillement, 
les points où les tangentes rencontrent le plan vertical 
doivent être à la fois sur la trace od et sur les traces ver- 
ticales des plans tangents : c'est pour cela que les lignes 
i'ft', of et 6'y vont se croiser au même point. 

Plans tangents à la surface gauche de révolution. 

97. Problème XVll. Étant donnés ïaxe et la génératrice 
d'une surface gauche de révolution, mener un plan tangent 
en un point de cette surface. 

Dans ce problème et dans les suivants, ce n'est plus un 
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mériâien de' la surface qui est donné; et, pour la détermi- 
nation du plan tangent, c'est de la droite génératrice qu'il 
faut faire usage. De là résultent quelques modifications 
dans les constructions (82-92). Je continuerai de prendre 
le plan horizontal perpendiculaire à l'axe de révolution, et 
je supposerai que la génératrice est donnée dans la position 
où elle est parallèle au plan vertical. 

Soient a (fig. XYII) la projection horizontale de Taxe, 
a^a!' sa projection verticale, et 6c, 6V, les projections de la 
génératrice. Il est évident que bc doit être parallèle à la ligne 
déterre, que la perpendiculaire ab, abaissée sur 6c, est la 
projection de la plus courte distance entre la génératrice et 
l'axe, et que le cercle 6d«, décrit du rayon a6, est la projec- 
tion horizontale du collier. Quant à la projection verticale 
du collier, elle se trouve sur la parallèle à xy^ menée par 
l'intersection 6' de a!a" avec 6'c'. 

Le plan horizontal coupe la surface suivant un cercle qui 
a son centre au point a. On trouve un point de ce cercle en 
déterminant la trace horizontale c de la génératrice ; donc 
on pourra décrire ce cercle, qui est cfg. Toutes les généra- 
trices de la surface ont leur trace sur ce cercle. 

Soit m la projection horizontale d'un point de la surface. 
Toutes les génératrices doivent se projeter sur le plan hori- 
zontal tangentiellement au cercle bde (ôi) ; par conséquent, 
si on mène les tangentes md et me au cercle 6de, elles se- 
ront les projections horizontales des .'génératrices qui, sur 
la surface, passent aux points projetés en m. 

Pour avoir les projections verticales de ces génératrices, 
remarquons d'abord que les points d et e sont les projections 
horizontales des points où ces génératrices rencontrent le 
collier, et que par suite on en trouve les projections d! et ef. 
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en ramenant dd' etee' perpendiculairement kxy.Ea second 
lieu» remarquons que les traces horizontales des mêmes gé- 
nératrices doiTent être aux intersections / et ^ du cercle cfg 
avec les deux tangentes. Toutefois, pour ne pas se tromper 
sur la vraie position de ces traces» il faut suivre le mouve- 
ment de la génératrice pendant qu'elle engendre la surface; 
et c'est ainsi qu'on reconnaît que le contact b venant se 
placer en d et en e, le point c se transporte en ^ et en g. 
Projetons f et g en f* et g' sur xy^ puis tirons f'd' et gfe' : 
ces droites seront les projections verticales des deux géné- 
ratrices ; et, par conséquent, si on mène du point m une 
perpendiculaire à xy, les points m' et m'\ où elle rencontre 
f^d' et g'e\ seront les projections verticales des points de la 
surface correspondant à la projection horizontale m. 

Le plan tangent en chacun de ces deux points est facile à 
déterminer : car il doit contenir la génératrice et la tan- 
gente au parallèle qui passe au point de contact. La droite 
mp^ perpendiculaire à am^ est la projection horizontale des 
tangentes aux deux parallèles, les droites m'p' et m'Y\ pa- 
rallèles à j:;/, sont les projections verticales de ces tangen- 
tes; et par suite leurs traces verticales sontp' etp''. Mais 
les traces horizontales des plans tangents doivent passer en 
f et g y et être parallèles à ces tangentes; donc, si on mène 
fa et gp parallèles à mp^ et si on tire ap' et Pp'\ les plans 
tangents seront /ap' et gPp'\ 

Remarques. Observez que les traces verticales des deux 
génératrices devront être respectivement sur les traces op', 
pp'\ et que la droite projetée en de, dV, étant commune 
aux deux plans tangents, sa trace verticale o' est aussi 
commune aux traces verticales de ces plans. 

D autres vérifications, plus remarquables, résultent de ce 

10 
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que la suriace peut 6tre engendrée de deux manières par 
une droite (65). Si on prolonge c6 josqu'en h^ la droite dont 
la trace horizontale est A, et qui rencontre le collier au point 
[6, b'] est la génératrice du second mode. La rotation de 
cette généraXrice amène hb en «e» et de là on conclut la 
projection verticale tV, qui doit passer au point m' : pareil* 
lemeut. hb venant en kd^ la projection verticale correspon- 
dante est k!d!^ dont le prolongement doit passer en m'\ 

Si on eût commencé par chercher, dans les deux modes, 
les génératrices qui passent par chaque point de contact, 
elles eussent suffi pour déterminer le plan tangent en ce 
point ; il n'est autre que le pian de ces deux lignes (50) . 

98. Problème XVIIL Par tm point dênni hors duae sur- 
face gauche de rèvolutùmj mener un plan tangent à celte 
surface sur un méridien^ ou sur un parallèle donnis* 

Je supposerai d'abord que le contact doive se faire sur 
un méridien dont le plan est donné. Les constructions se- 
ront fondées sur ce que le plan tangent doit à la fois être 
perpendiculaire au plan donné, et contenir une généra- 
trice de la surface. 

Soient ad (fig. XVIII) la trace du plan méridien, et o,o' 
les projections du point donné. Le plan tangent devant être 
perpendiculaire au plan méridien , sa trace horizontale sera 
perpendiculaire à ad; et par suite, si on imagine qu'im 
plan horizontal soit mené par le point [o^o']^ rintersection 
de ce plan avec le plan tangent aura pour projections la 
perpendiculaire oe à ad, et la parallèle o'e' à xy. La droite 
[06, o'e'] appartient donc au plan tangent ; par conséquent 
le point e', où elle perce le plan vertical, est sur la trace 
verticale de ce plan tangent. 
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Le même plan horizontal coupe la surface gauche suivant 
une circonférence, dont on détermine facilement la projec- 
tion horizontale fgh^ en cherchant le point [fyf] où il ren- 
contre la génératrice donnée [6c» b'd] ; et cette circonférence 
est coiqpée par la droite [oe» oV] en deux points [g^gf] et 
[hih']. Mais le plan tangent doit contenir une génératrice de 
la surface, et cette génératrice doit rencontrer la circonfé- 
rence projetée en fgh; donc si on mène les tangentes gi et 
JUfc à la projection du collier, on aura les projections de 
deux génératrices, dont chacune est dans un plan tangent 
qui doit satisfaire à l'énoncé : (on ne considère pour le mo- 
ment que les génératrices qui appartiennent au même mode 
de génération que la droite donnée). Toutes les génératrices 
allant rencontrer le plan horizontal sur une circonférence 
connue cpq^ on prolonge ^t et Aft jusqu'en p et 9, et on con- 
naît ainsi un point de la trace horizontale de chaque plan 
tangent. .£n menant j>a et 9^, parallèles à ce, et tirant en- 
suite aif et ^\ les plans tangents cherchés seront pae et q^'. 

Les points de contact ne sont pas encore déterminés; ils 
le seront facilement en construisant les génératrices du se- 
cond mode, qui doivent respectivement appartenir aux deux 
plans tangents. La tangente hl est la projection horizontale 
de celle qui appartient au plan pae', et doit rencontrer la 
trace pa et le cercle cpq au même point r ; la tangente gm 
est la projection horizontale de la génératrice située dans Je 
plan 9^\ et doit passer par le point $ commun au cercle cpq 
et à la tracée 9^. Maintenant faites les projections verticales 
p'i'% r'l\ q'k\ s'm\ correspondant à pi, r/, 9*, sm-, et il est 
clair que les points de contact des plans pae\ qPe\ seront 
déterminés : l'un, par la rencontre des droites [pi, p'i'] et 
[ri, r^/'], et T autre, par la rencontre des droites [qk, q'K] et 
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[sm^ s'm']. Les projections du premier point tombent en 
dehors de la figure, celles du second sont n et n'. Quelques 
vérifications sont indiquées sur l'épure. 

99. Quand le contact doit avoir lieu sur un parallèle 
donné, la solution du problème est fort simple. Elle se ré- 
duit à mener un plan tangent à la surface en un point quel- 
conque de ce parallèle , et à faire tourner le méridien de 
ce point, ainsi que le plan tangent, qui lui est perpendi- 
culaire, jusqu'à ce que ce plan vienne passer au point 
donné. Les constructions ne peuvent offirir aucune difficulté. 

i 00. Problème XIX. Mener à une surface de révolution 
un plan langent parallèle à un plan donné. 

Quand la génératrice d'une suiface de révolution n'est 
pas un méridien, et qu'on propose démener un plan tangent 
à cette surface parallèlement à un plan donné, il faut, en 
général, déterminer préalablement un méridien de la sur- 
face, au moyen des méthodes qui seront expliquées dans 
la troisième partie ; après quoi les constructions du n* 83 
peuvent recevoir leur application. Mais, dans le cas particu- 
lier de la surface gauche, cette détermination est inutile. 

Alors, à cause des deux modes de génération dont la 
surface est susceptible, chaque plan tangent doit contenir 
deux génératrices. Or, si on transporte (68) au centre du 
collier toutes les génératrices de la surface, elles y forment 
un cône droit à base circulaire qui a le même axe que la 
surface. De là je conclus qu'un plan conduit par le sommet 
de ce cône, parallèlement au plan donné, doit couper ce 
cône suivant deux droites respectivement parallèles aux 
génératrices qui passent aux points de contact ; et dès lors 
ces génératrices sont faciles à déterminer. 
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Soient (fig, XIX) dad' le plan donné, et 6c, ftV les projec 
tîons de la génératrice de la surface. Si on mène ae pa- 
rallèle à bCf les droites ae, b'd seront les projections d'une 
parallèle à cette génératrice. Cette parallèle passe au centre 
du collier, et en tournant autour de l'axe elle décrit le 
cône asymptote dont les génératrices sont parallèles à 
celles de la surface gauche (68) . Si on construit sa trace 
horizontale e, et si on décrit un cercle avec le rayon a«, on 
aura la base du cône sur le plan horizontal. 

Par le sommet de ce cône, il faut conduire un plan pa- 
rallèle au plan dctd! ; et à cet effet on mène, par ce sommet, 
une horizontale parallèle à la trace da, on construit son 
intersection f avec le plan vertical, puis on mène les traces 
f'^ et phi respectivement parallèles à dCa. et ad. La trace ^ft 
rencontre la base du cône en ^ et en A: et de là résultent 
ag et ah, qui sont les projections horizontales des deux gé- 
nératrices suivant lesquelles le plan h^f coupe le cône. Or, 
ces génératrices sont parallèles à celles qu'on cherche sur 
la surface gauche ; donc je connaîtrai les projections hori- 
zontales de celles-ci en menant des tangentes au cercle a&, 
parallèles kag et k ah. 

Dans ces quatre tangentes, il y en a deux, pk et çt, qui 
répondent à deux génératrices dont les intersections avec 
le plan horizontal sont p et 9, et dont les projections verti- 
cales sont p'k et <][i'. Ces deux génératrices, appartenant à 
deux modes de génération différents, se rencontrent en 
[fn,m'], et déterminent le plan p-^r, qui est tangent en ce 
point à la surface, et parallèle au plan donné. Les deux 
autres tangentes, si et 4o, répondent à deux génératrices 
qui se rencontrent en [n^n^ et déterminent un second plan 
tangent, «Su, parallèle au plan donné. 
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Itll. pROBtÈME XX. Par une droite donnée, mm%er un 
plan tangent à une surface gauche dérévolution. 

P6ur résoudre ce problème de la manière la plus simple, 
on détermine le point où la droite rencontre le plan du 
collier; on considère ce point cornsœ le sommet d'un cône 
circonscrit à la surface gauche ; puis on mène un plan tan- 
gent à ce cOne par la droite. Mais ayant de développer les 
constructions^, il est bon de rappeler quelques propriétés 
sur lesquelles elles se fondent , et qui appartiennent à la 
Géométrie Analytique. 

D* abord, la ligne de contact du cène avec la surface 
gauche est plane et du second ordre ; et comme le sommet 
du cône est dans le plan du collier, et que le collier coupe 
la surface symétriquement, il est évident que le plan de 
cette ligne est perpendiculaire à celui du collier. 

En second lieu, cette courbe est une hyperbole dont il 
est facile d'avoir un axe et les asymptotes. En effet, suppo- 
sons, pour fixer les idées, que le sommet du cône soi€ hors 
du collier, et par ce point menons deux tangentes au col - 
lier : la corde qui joint les points de contact sera Taxe 
transverse; et, pour avoir les asymptotes, il suffira de me- 
ner parle milieu de cette corde, dans le plan de l'hyper- 
bole, deax droites qui forment avec une parallèle à l'axe 
de révolution des angles égaux à ceux des génératrices de 
la surface gauche avec cet axe . 

En troisième lieuj connaissant un axe et les asymptotes, 
on trouvera Tautre axe, et ensuite les foyers. Alors on 
pourra, au moyeu d'une construction géométrique, et sans 
tracer l'hyperbole, mener des tangentes à cette coorbe et 
déterminer les points de contact. 

Revenons à la question : elle se réduit à mener, par la 
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droite donnée, des [dans tangents au ctoe qui a pour base 
r hyperbole doi^ il a été mention tout à l'heure. A- cet effet, 
on détermine comme on vient de T expliquer, le plan, Taxe 
transverse, les asymptotes et les foyers de T hyperbole ; on 
prolonge la droite donnée jusqu'à son point de rencontre 
avec le plan de cette courbe; puis <m mène par ce peint, 
des tangentes à cette courbe, et on construit les points de 
contact de ces tangentes. Ces points sont ceux où la sur- 
face gauche doit être touchée par les plans tangents cher- 
chés, et le problème n'a plus aucune difficulté. 

Conservons toujours la disposition des épures précé- 
dentes, et soient e^, t'f les projections de la droite donnée 
(fig« XX) . D'après ce qui est dit plus haut, je détermine le 
point Qjrfj/] où eUe rencontre le plan du collier, je mène 
les tangentes jfA^ qi^ au collier, et je tire hi par les points de 
contact. Les points h et î sont les projections horizontales 
de deux points qui appartiennent à l'hyperbole suivant 
laquelle la surface gauche est touchée par le cAue circonscrit 
dont le sommet est au point [g.,^'] ; et comme cette hyper- 
bole est partagée symétriquement par le collier, il s'ensuit 
que ift est à la fois la projection du {Mremier axe de cette 
courbe et la trace du plan vertical qui la contient* Ce plan 
est rencontré par la droite en un point dont il est facile 
d'av(ûr les projections fc et fc', et c'est de ce point qu'il &ut 
mener des tangentes à l' hyperbole» 

Pour y réussir, je ramène ce plaa à ètra parallèle au 
plan vertical en le faisant tourna: de manière qu'il reste 
toujours à la même distance de l'axe : alors les ccmstruc* 
tions qui doivent se faire dans ce plan pourront s'exécuter 
dans le plan vertical de projeetion. Soient Hl la positionque 
prend la courbe hi : si on traçait la projection verticale de 



162 DEUXIÈME PARTIE. 

l'hyperbole, on aurait une hyperbole de même grandeur, 
dont le premier axe HT est égal à Hl ou fct, dont les 
asymptotes sont h'c' et 6'd' et dont il est facile d'avoir les 
foyers ç et i. Le point [k^K] décrit un cercle autour de Taxe, 
et vient se placer dans une position dont il est facile 
d'avoir les projections K et K'. On a représenté dans l'épure 
les constructions nécessaires pour avoir les tangentes menées 
du point K' à l'hyperbole : les points de contact sont M',N'. 

Ces deux points doivent être regardés comme les pro- 
jections verticales de deux points, dont les projections hori- 
zontales, M et N, sont sur HI; et il faut chercher ce que 
deviennent les projections de ces points, quand le plan de 
l'hyperbole retourne à sa vraie position. Or, il est évident 
qu'alors M et N se portent en m et en n sur fct, après avoir 
décrit les arcs Mm, Nn, autour du centre a, et que les pro- 
jections verticales doivent se placer aux intersections ni!^v!^ 
des lignes de projection mw', nif^^ avec les horizontales MW, 
iYn'. Ainsi se déterminent les projections m et m', n et n', 
des points de contact de la surface gauche avec les plans 
tangents demandés. 

Les traces de ces plans sont faciles à construire. Je cherche 
les traces «, f\ de la droite donnée; et comme tout plan 
tangent à une surface de révolution est perpendiculaire au 
méridien qui passe au point de contact, je tire am^ an^ et 
j'abaisse sur ces lignes les perpendiculaires er, w, qui seront 
les traces horizontales des plans tangents. On aura leurs 
traces verticales en joignant f avec les points où ces per- 
pendiculaires vont couper xy. 

Quand ces derniers points sont trop éloignés, on mène 
par les points de contact des parallèles [mp^rnlp^ [«9,nY]» 
à la droite donnée, ce qui fera trouver les points p' et g'. 
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Remarques. Il peut se faire que le point [9,9'] soit iu té- 
rieur au collier. La courbe de contact de la surface gauche 
avec le cône circonscrit est encore une hyperbole située 
dans un plan vertical, mais alors son axe transyerse est ver- 
tical. Pour obtenir cet axe, menez un plan méridien par le 
point [g^ g% qui dans le cas actuel est intérieur au collier : 
ce plan coupe la surface suivant une hyperbole dont on 
connaît un axe ainsi que les asymptotes , et à laquelle il 
sera facile de mener des tangentes par ce même point [9,9']. 
La droite qui unit les deux points de tangence ainsi déter- 
minés est Taxe transverse qu'il s'agit de trouver. Du reste, 
les constructions diffèrent peu de celles de l'épure. 

Le cas où la droite donnée est horizontale n'est pas 
c ompris dans ce qui précède. Alors, il suffit de mener un 
plan méridien perpendiculaire à cette droite , et , par le 
point où il la coupe, des tangentes à l'hyperbole suivant 
laquelle il rencontre la surface gauche : les points de contact 
de ces tangentes sont ceux des plans tangents. Il est clair 
d'ailleurs qu'il y a des cas où le problème est impossible. 

Plans tangents à quelques surfaces gauches qui ne sont pas 

de révolution. 

102. Pkorlème XXI. Étant données trois droites que l'on 
prend pour directrices d'une surface gauche ^ on propose de 
construire d'abord une génératrice qwlconque de la surface^ 
et ensuite le plan tangent en un point quelconque de cette 
génératrice. 

En .général, la surface dont il s'agit est un hyperbo- 
loîde (62). Quand les directrices sont parallèles à un plan, 
c'est un paraboloïde (73, scolie II) ; mais la solution suivante 
convient à tous les cas. Prenez à volonté un point sur l'une 
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des directrioea, conduisez un pi&Q par ce point et par Tune 
des dôttx autres, déterminez le point d'intersection, de ce 
plan avec la troisième, et menée une droite* par ce dernier 
point et par celm qui a été pri& sur la première directrice. 
Cette droite rencontre «évidemment les trois directrices, et 
est par conséquent une génératrice de la sunface. La ques- 
tion exige ensuite- qu'on prenne un point quelconque sur 
cette génératrice, et qu'oa mène par ce point un plan tan- 
gent à la surface. Or, ce plan devant contenir la généra- 
trice, il suiGt de trouver une seconde droite qui. y soLtcon* 
tenue. Pour y parvenir, on détermine deux autres généra* 
trices et on mène par le point de contact une. droite qui les 
rencontre toutes deux : d'après une proposition connue 
(71), on est sûr que cette droite appantient à. la surface, et 
par conséquent aussi au plan tangent. 

Nommons (fig. XXI) A et A', B et B', G et G\ les projec- 
tion des. trois i directrices; et soieataeta' celles^d'un peint 
quelconque de la^pnemièm* Je mëne^ par ce point une paral- 
lèle à. la seconde, ^ je construlâsa U*ace horizontale 6. Je 
construis les traces c, d, de la seconde directrice, puis je 
tire les droites bcx. et ad, qui sont les traces d'un plan 
passant par le point [a, a'] et par la droite [B, B']. Enfin je 
cherche (20) les projections 6, e', de* Tinteisection de ce plan 
avec la troisième directrice [G, G] ^ et jeiine œ, aV . La ligne 
dont ces droites sont les projections est use généoatriœ; 
car, d'après la construction , elle contient un point de la 
première directrice et un point de la troisième; et en outre 
elle doitrenoontareraiissi la seconcie [B,.B'], puisqu'elle est 
située avec elle, dans le plan. iMe«l( c'est pmiquQlkk esl 
perpendicuiaire à a:jf). Je détermine de mèoie les projec- 
tions fg et fg^, hi et hli\ de deux autres génératrices. 
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Soit pris sur la première génératrice un point qu^onque 
[m, m% par lequel on propose de mener un plan tangent 
à la surface garoctae. D'après ce qui a été' rappelé plu&bavt, 
il faut chercher une droite qui passe par ce point et qui 
s'appuie sur les deux autres génératrices : c'est ce que je 
vaisfaireau moyen des constructions connues 1*^ part,, n^'SO 
(probl. XIII, 3^ solution). En conséquence , par le point de 
contact et par deux points pris arbitraîr emem sur la géné^* 
ratrice [fg.fg'], je mène les dToites{mn,mV] et [mo,in^o'], 
puis je cherche les points [p,p'], [g,g'], où elles rencontrent 
le plan vertical qui renferme la génératrice [hi,hfi'] : alors 
je connaîtrai l'intersection [r, r'] de la droite [pg,pY] avec 
cette génératrice, et par suite je connaîtrai aussi la droite 
[mr^ mV]. Or, c'est cette ligne qui , avec la génératrice 
[ae, a'e^, détermine le plan tangent; donc en* construisant 
les traces de ces deux lignes, on aura le plan tangenft svt. 

La génératrice est dans le plan&ood, et par conséquent sa 
trace verticale u doit être sur la trace verticale de ce pian. 

103. Probcèmb XXII. Jf où dHpuBMnt donMes'mnblables 
et semblablemem êiiuies ; eliesont leur$ centrer sur la même 
virticale. On suppose en outre que les deuss plus granies 
s&ni égéUf entve elies^i et placiee dans^des piatw* également 
distants dwpiam de la^ptus^petUei Ces trois courbée èumd 
con$idiréeei»mme^ les directrioesdRune surfoM^ganehe, on 
propose de mener un plan tan§ent à cette surface par un 
peint pris à volonté mr une géniratfieo qwlconque. 

Supposons qu'on connaisse les troM^ points par lesquels 
une génératrice* s' appuie sur les directrioes , imagûnom en 
ces: points trois tangentes à ces courbes; et prenons ces tan- 
gentes pour direetirices d'une nouvelle surface gauche. La 
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génératrice dont il s'agit appartiendra aussi à cette surfacet 
et le plan tangent en chaque point de cette génératrice sera 
le même pour les deux surfaces (74) . Les trois tangentes 
directrices étant horizontales, la seconde surface estunpa- 
raboloïde (73, scolieïl) , et en la coupant par des plans ho- 
rizontaux on doit trouver des droites (73, scolie I). En con- 
séquence, pour avoir le plan tangent à la surface proposée, 
en un point donné de la génératrice, on déterminera une 
seconde génératrice de la dernière surface, on mènera par 
le point donné un plan horizontal qui coupera cette géné- 
ratrice en un point, et on fera passer une droite par les 
deux points : cette droite sera tout entière sur le parabo- 
loïde, de sorte que le plan déterminé par cette droite et 
par la première génératrice sera le plan tangent demandé. 
Tout cela a déjà été dit n* 76. 

11 est permis de prendre Tune des grandes ellipses, acb 
(fig. XXII), dans le plan horizontal de projection, et son 
grand axe ab parallèle à la ligne de terre xy : alors la pro~ 
jection verticale de cette ellipse est une portion a'b\ égale 
à aby de xy. D'après l'énoncé, les centres des trois ellipses 
données ont pour projection horizontale commune le centre 
de Tellipse acb ; l'autre grande ellipse a pour projection 
horizontale cette môme ellipse acb, et pour projection ver- 
ticale une droite a'^fr'" parallèle k xy et égale à a'b' ; enfin 
la petite ellipse a pour projection horizontale une ellipse dfe 
semblable à ac6, dont le grand axe de est sur a6, et elle a 
pour projection verticale une horizontale de'^ égale à de et 
équidistante de a'b' et de a"b". 

Pour un moment, considérons à part (fig. 6) les deux 
ellipses acb^ dfe. En un point quelconque g de la petite me- 
nons la tangente At qui coupe la grande en h et t ; tirons les 
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demi-diamètres oA, oi^ qui rencontrent la petite en <p et (|; ; 
tirons aussi f^ ei og qui se coupent en p. Puisque les deux 
ellipses sont concentriques, semblables et semblablement 
situées, on doit avoir oft : ot :: o<p : 06 ; donc <p'{^ est paral- 
lèle à At. Or, dans toute ellipse, les cordes parallèles à une 
tangente sont rencontrées en leurs milieux par le diamètre 
qui passe au point de contact^ donc (pp = (]/p, et par suite 
gh = gi : c'est-à-dire qu'une droite tangente à la petite el- 
lipse, et comprise dans la grande, est divisée au point de 
contact en deux parties égales. 

Revenons à la question. Pour obtenir es projections d'une 
génératrice quelconque , je prends à volonté le point g 
(fig. XXII) sur rellipse dfe^ je mène la tangente hi qui est 
divisée au point g en deux parties égales, et je mène aussi 
les lignes de projection hh\ gg\ ii\ qu'on termine respecti- 
vement à a'ft', d'c', a"6". Les projections h et h\ g et g\ i et t', 
seront celles de trois points appartenant respectivement 
aux trois courbes directrices : or il est facile de reconnaître 
que h\ g\ i\ sont en ligne droite; donc les droites hgi et 
h'g'i sont les projections d'une génératrice de la surface, 
et la trace horizontale de cette génératrice est en A. Il existe 
d'ailleurs une autre génératrice qui a encore At pour pro- 
jection, mais dont la trace horizontale est en t, et alors la 
projection verticale correspondant à t serait sur a'ft', tan- 
dis que celle qui répondrait à A serait sur a''b'\ 

Maintenant, soit proposé de trouver le plan tangent & la 
surface en un point quelconque [m^m!] de la première géné- 
ratrice [Ai,A'i']. Il faut, avons-nous dit, remplacer la surface 
gauche de l'énoncé par le paraboloîde dont les directrices 
touchent les trois ellipses aux points [A, A'], [g^g% [ï,i']. C'est 
pourquoi je mène les tangentes Afc, tfc; et les trois nouvelles 
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directrices seront les droites indéfinies qui ont respective- 
ment pour projections ftk et db't ih et d'e\ ih et a"b'\ X<e 
plan vertical élevé sur hk contient la première de ces lignes: 
je détermine ses interaeQti(H)s [ft,ft''] et [Kk] avec les deux 
autres, et je tire k'h!\ De cette manière, on est certain que 
la ligne [hk^h'k] rencontre les trois tangentes directrices, 
et que par conséquent elle est jine génératrice du.parabo- 
loîée. Alors j'imagixie par le point [m,m'] un plan borlzonlal, 
dont je détermine l'intersection [fiyti^ avec cette génératrice , 
et je mène Thorizontale [mn^m'n'] dont je construis la trace 
verticale p\ Le plan tangent devant contenir rhorizostale 
[mn^m'n'] et lagénératrioe [ftt,ftT], je mènerai Aa parallèle 
kmtiy ensuite je joindrai ap' ; le plan tangent sera Aop'. 

On obtient des vérifications en menant des parallèles 
à ha par des points de la génératrice [hi,h'i] : c'est ainsi 
qu'on a trouvé les points u' et v' sur la trace verti/cale. 

lOA. Autre solution. Par la projection m, menez une se- 
conde tangente srt à l'ellipse dfe. Elle sera la projection ho- 
rizontale de deux génératrices de la surface, lesquelles dif- 
fèrent en ce que l'une perce le plan horizonlal en s, et l'autre 
en t. Je considère seulement la première , qui a sVtf pour 
projection verticale, et je dis qu'elle passe au point [m, m']. 
En effet, nommons X et H les hauteurs auxquelles les verti- 
cales élevées en tn et r coupent cette génératrice ; il est 
clair qu'on a X:E::sm : sr. Nommons Y l'élévation du 
point [m^tn']^ et remarquons que celle du point [g^sf] est 
égale à H : on aura Y îU::hm:hg. Mais,tpar les propriétés 
de l'ellipse, il est aisé de voir que les triangles gmr et hms 
sont semblables ; donc sm : sr :: hm : kg. Par suite 
X :'H :: Y : H, d'où X=:: Y, ce qui démontre la proposition. 

On a donc, sur la surface gauche , une seconde généra- 
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trîce qui passe au point de contact ; et le plan tangent se 
tronre ainsi complètement déterminé. Cette deuxième solu- 
tion est plus simple que la première ; mais aussi est-elle 
fondée sur des considérations moins générales. 

Remarque. De ce que les hauteurs X et Y sont égales, il 
s'ensuit qu'il y a sur la surface gauche dont il s'agit deux 
systèmes différents de génératrices, et que (^que géné- 
ratrice de l'un d'eux rencontre toutes celles de l'autre. 
Cette surface peut donc être décrite par une droite ^qui 
s'appuie sur trois autres, et dès lors on voit qu'elle est 
comprise dans celles du problème XXI. 

105. Problème XXIIl. Uener uviplan iangegitàune sur- 
face gauche 9«i a pour directrices une droUe horizontale et 
deux courbes situées dans des plans verticaux paraUeUs. 

La méthode à suivre ici est encore une application des 
propositions établies précédemment (7iet 75) ; c'est-à<dii>e 
qu'on remplace la surface gauche par un paraboloïde hy- 
perbolique, qui se raccorde avec elle suivant la génératrice 
sur laquelle est donné le point de contact . 

Soit ab(fig. XXIII) la directrice horizontale, et soient cd, 
efi les traces horizontales des plans verticaux parallèles qui 
contiennent les deux courbes données. En prenant ed pour 
ligne de terre, ces courbes seront projetées en vraie grandeur 
sur le plan vertical : je supposerai que ce soient deux demi- 
cercles égaux, tels que cg'd^ efif. :Pour trouver une géné- 
ratrice de la surface je mène par la directrice ab un plan 
absf* Il coupe les plans des cercles suivant des parallèles 
projetées en [bg, bgf]^ [At, h!i] ; et ces parallèles coupent 
les cercles aux points projetés en [y, g'], [t, i]. Donc les 
droites gi et g'H seront ies projections d'une génératrice. 
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Je détermine le point [a^a'] où cette génératrice rencontre 
la directrice aby et je remarque que le plan abg\ contenant 
ces deux lignes, doit être tangent à la surface au point a. 
Je mène dans ce plan la droite [amy a! m*] parallèle à bg\ 
et je mène aussi les tangentes [gk, g'k]^ [t7, (1']^ aux deux 
cercles. On a ainsi trois droites parallèles au plan vertical ; 
et le paraboloïde qu'on engendre en les prenant pour di- 
rectrices a les mêmes plans tangents que la surface pro- 
posée , en tous les points de la génératrice commune. 

Maintenant cherchons une autre génératrice de ce para» 
boloïde. Â cet effet, on conduit un plan par la première de 
ces trois droites et par la trace horizontale I de la seconde 
tangente : la trace horizontale de ce plan est aln^ et sa trace 
verticale est une parallèle no' à aW. Il rencontre la première 
tangente au point [o, o'], et en tirant oi et o't on a les pro- 
jections d'une droite qui doit lencontrer la ligne [am^a^m'] : 
cette droite est une nouvelle génératrice du paraboloïde. 
Alors on peut encore engendrer cette surface en faisant 
glisser une droite parallèlement au plan vertical sur les 
deux génératrices connues (73) : c'est-à-dire que tout plan 
parallèle au plan vertical coupe ces lignes en deux points 
qui déterminent une droite située sur le paraboloïde. 

Gela posé, soit le point de contact [p, p'], donné sur la 
première génératrice [ag^a'g']; par ce point, parallèlement 
au plan vertical, menez un plan qui coupe la seconde, [olyo't]^ 
en un point [9,9']. La droite [p9,pV], passant par ce point 
et par le point donné, doit être dans le plan tangent : or, 
la droite [ag^a'g^] doit y être aussi ; donc les traces hori- 
zontales, a et r, de ces droites, déterminent la trace hori- 
zontale ta du plan tangent. La trace verticale a/' doit passer 
en g', et être parallèle à p'q\ 
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106. Problème XXIV. Mener un plan tangent au conolde 
décrit par une horizontale^ qui se meut en s' appuyant sur 
une droite verticale et sur une courbe située dans un plan 
vertical. 

La projection horizontale de la directrice verticale est 
un point a (fig. XXIV) , sa projection verticale est a'a" 
perpendiculaire à xy^ et je supposerai que la courbe don- 
née bd'c est dans le plan vertical. Ayant pris le point p sur 
le plan horizontal, tirez apd^ élevez aur xy la perpendicu- 
laire dd', qui coupe la courbe en d', et menez l'horizontale 
dp\ ainsi que la ligne de projection pp'. Il est clair que dp 
et d'p' sont les projections d'une génératrice, et que p et p 
sont celles d'un point de cette génératrice. C'est le plan 
tangent en ce point qu'on va déterminer. 

Menez la tangente d'e. Le paraboloïde décrit par une ho- 
rizontale qui glisse sur cette tangente et sur la verticale 
donnée se raccorde parfaitement, dans toute l'étendue de la 
génératrice [dp.d'p'], avec la surface proposée. En tirant ae 
on a une seconde génératiîce de ce paraboloïde ; et en me- 
nant par le point [p,p'] un plan parallèle an plan vertical, il 
coupe cette surface suivant une droite [pq^p'q'] qui doit être 
dans le plan tangent. Or, l'horizontale [dp^d!p'] doit y être 
aussi, et dès lors ce plan est déterminé. Sa trace horizon- 
tale lA doit passer en q et être parallèle à dp ; sa trace ver- 
ticale ad doit passer en à et être parallèle à p Y- 

La tangente ed' va couper a'a'' en un point a", qui est 
évidemment la projection verticale d'une génératrice du 
paraboloïde : or, cette génératrice, aussi bien que toutes 
celles qui appartiennent au même mode de génération, doit 
être rencontrée parla droite [pq.p'q']; et c'est pour cela 
que la projection p'q' passe au point a\ 

11 
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107. Pboblèmb XXV. Mener un pUm tangent à une sur- 
face engendrée par une droite horizontale, qui est as9ujeîtie 
à rencontrer toujours une courbe tracée sur un cylindre 
vertical, et à rester constamment ou tangente ou normale à 
un autre cylindre vertical. 

Je supposerai que la directrice tracée sur le premier cj'- 
litidre vertical est une hélice, comme cela arrive dans plu- 
sieurs applications de la Géométrie descriptive. C'est pour- 
quoi je vais rappeler d'abord la construction et les propriétés 
de cette courbe. 

1° Soit cd (fig. c) l'intersection d'un cylindre vertical par 
un plan horizontal : sur cd prenez une origine o, et sur les 
génératrices du cylindre, au-dessus de cd, portez les hau- 
teurs o'n', o"n", oV,... proportionnelles aux arcs oo^, ee^, 
oo'",... Le lieu des points n', n", n'",... ainsi déterminés, 
est une hélice. Par exemple, on peut supposer les arcs égaux 
entre eux, et on! égal à une hauteur H ; alors on prendra 
oV = 2H, oV=3H, etc. 

2* Si on développe le cylindre sur un plan, Thélice de - 
viendra une droite. Pour le démontrer, considérons la 
courbe cd comme un polygone d'une infinité de côtés, et 
le cylindre comme un prisme dont les faces sont infiniment 
étroites; puis convenons que tonte» ces faces tournent au- 
tour des arêtes pour venir s'appliquer dans un seul plan. 
Il est évident que les côtés de la base, ne devant pas cesser 
d'être perpendiculaires à ces arêtes, se placeront sur une 
droite ef, de telle sorte que les arcs ùo', oo",,.* deviendront 
des parties tV, n^.». de cette droite. D'un autre côté, dans 
le développement, ces arcs conservent les mêmes loù^ 
gueurs, et les hauteurs o^n'fô''n'\... ne font que prettàre de 
nouvelles positions ifîi',iW,.,.; donc ces hauteurs sont 
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proportionnelles aux distances tT,tr,.-.; donc rhélice est 
développée en ligne droite. 

3* Cette droite tft, suivant laquelle s*est développée l'hé- 
lice, forme des angles égaux avec toutes les génératrices : 
or ces angles sont les mêmes que formaient, avant le dé- 
veloppement, les côtés ou éléments de l'hélice avec les 
arêtes qui leur étaient contiguës ; donc ces derniers angles 
sont aussi égaux; donc les tangentes à l'hélice, qui ne sont 
autre chose que ces côtés prolongés, sont toutes également 
inclinées sur les génératrices du cylindre. 

à" On peut supposer le développement fait dans un plan 
tangent au cylindre, par exemple, dans celui qui serait mené 
par l'arête d"%(\ Alors il est facile de voir que les droites 
io"' et m*", sur lesquelles se développent la base oo*" et Thé- 
lice on'\ Bont tangentes à ces courbes; et de là résulte une 
construction bien simple de la tangente à l'hélice. Suppo- 
sons qu'on demande la tangente au point n'"; sur la tan- 
ente à la base cd, prenez to'" égale à l'arc otf rectifié, et 
joignez iv!!'\ ce sera la tangente demandée. 

Revenons au problème proposé. Soit (fig. XXV) ah la 
trace horizontale d'un cylindre vertical auquel les généra- 
trices doivent être normales : ces génératrices auront pour 
projections horizontales des normales à cette courbe. Or ces 
normales, par leurs intersections successives, forment une 
courbe e/ à laquelle elles sont tangentes, et par suite les 
génératrices de la surface gauche sont elles-mêmes tan- 
gentes au cylindre vertical élevé sur cette courbe ; on voi 
donc par là comment la question à résoudre est absolument 
la même quand les génératrices sont normales à un cylin- 

re vertical, et quand elles lui sont tangentes. Soit cM la 
trace d'un autre cylindre vertical , sur lequel est tracée 
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l'hélice directrice, construite en prenant, au-dessus des 
points 0, o', o",." des verticales proportionnelles aux arcs 
oo\ oo'^,*. Pour déterminer cette courbe, il suffira de con- 
naître la hauteur H correspondant à un arc donné oo\ 

Supposons qu'on demande le plan tangent au point dont 
la projection horizontale est p. D'après ce qui précède, on 
aura la projection horizontale de la génératrice sur laquelle 
ce point est situé en menant pft tangente à la courbe ef\ et 
la hauteur de cette génératrice sera connue par la propor- 
tion ocf : ohg v.YL : X. Mais, pour plus de commodité, je 
rapporterai les constructions à un plan horizontal placé 
au-dessous de la génératrice à une distance 3H. Quant au 
plan vertical, je le prendrai perpendiculaire à cette géné- 
ratrice; par conséquent la ligne de terre xy sera perpen- 
diculaire à p/c. Alors, en prolongeant pk jusqu'en iw, et 
élevant sur xy la perpendiculaire mç=3H, le point q sera 
celui où la génératrice rencontre le plan vertical. Le plan 
tangont doit contenir cette génératrice ; donc sa trace horizon- 
tale sera parallèle à pfc, et sa trace verticale passera en q. 

Si on prend Tare gh triple de oo\ le point h sera celui 
où l'hélice directrice est rencontrée par le plan horizontal. 
Si on mène gi tangente à cM et égale à l'arc gh rectifié, le 
point t sera, sur ce plan, le pied de la tangente à l'hélice 
au point projeté en g. Enfin si on tire ik^ cette droite ik et 
celle qui est projetée en gk seront des génératrices du pa- 
raboloïde engendré par une horizontale qui glisserait sur la 
tangente à l'hélice et sur la verticale élevée en k. Or, je 
dis que ce paraboloïde se raccorde avec la surface propo- 
sée, dans toute l'étendue de la génératrice commune. 
D'abord, dans les deux surfaces la génératrice est horizon- 
tale, et au point projeté en g le plan tangent est commun : 



SUnFAGES COLRBLS ET PLANS TANGLNTS. lC5 

il suffit donc de prouver qu'il en est de même du plan tan- 
gent au point piojeté en k (74, scolie). Et en effet, le plan 
tangent en ce point à la surface proposée doit contenir la 
génératrice horizontale tangente au cylindre ef, ainsi que 
la tangente à la courbe décrite sur ce cylindre par la gé- 
nératrice de la surface ; donc ce plan est tangent aussi au 
cylindre ef^ et par conséquent il contient la verticale éle- 
vée en k. Mais le plan tangent au paraboloîde doit aussi 
contenir cette verticale ainsi que la génératrice horizontale; 
donc les deux plans tangents n'en font qu'un. Donc, suivant 
la génératrice commune, le paraboloîde se raccorde avec 
la surface proposée. 

Tous les plans parallèles aux deux directrices du para- 
boLïde doivent couper cette surface suivant des droites. 
Si on conduit un tel plan par le point donné [p,^], sa trace 
horizontale est une parallèle pr à gt\ laquelle rencontre ki 
en r. Le point r appartient au plan tangent mené au para- 
boloîde par le point donné : or, ce plan est aussi tangent 
à la surface gauche ; donc, si on mène ra parallèle à pk et 
si on joint a^, le plan tangent cherché sera rag. 

Si on avait à déterminer d'autres plans tangents à la 
même surface , en des points situés sur différentes géné- 
ratrices» il faudrait effectuer des constructions toutes sem- 
blables. Par exemple, que la projection horizontale d'un 
point de la surface soit donnée en s, on mènera la tangente 
slj on prendra une nouvelle ligne de terre uv perpendicu- 
laire à cette tangente, etc. L'épure dispense d'entrer dans 
de plus amples explications. 
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Considérations générales. 

108« C'est comme intersections de surfaces que les lignes 
se présentent dans la plupart des applications de la Géo- 
métrie descriptive; et c'est pourquoi les questions que 
nous avons principalement à résoudre dans cette III* par* 
tie seront comprises dans cet énoncé général : 

Deux surfaces étant données, trouver les projections delà 
courbe d'intersection et celles de la tangente en un point 
quelconque de cette courbe. Quand Fune des surfaces sera 
plane, tl /'audra en outre construire V intersection dans ses 
vraies dimensions; et quand Tune des surfaces sera déve- 
veloppable, on cherchera ce que devient f intersection dans 
le développement de cette surface^ 

1 09. Supposons qu*il s'agisse de Tintersection d'un plan 
et d'une surface courbe. La génératioB de la surface étant 
connue, on considérera la génératrice dans diverses posi- 
tions, et pour chaque position on déterminera sa rencontre 
avec le plan. On aura ainsi autant de points qu'on vcnadra 
de la section cherchée. 

110. En général, s'il faut trouver Tintersectloin de<deu 
surfaces courbes, on les coupe par une suite de plaïus; 
chaque plan détermine, dans les surfaces, deux ligiies: et 
les points communs à ces lignes appartiennent à l'inter- 
section demandée. 

Comme les plans auxiliaires sont entièrement arbitrai- 
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res^ QD peut les prendre parallèles à l'un des pUuEifi de pro- 
jection, au plan horizontal par exemple. Alors, les sections, 
par chacun de ces plans, se projetteront verticalement ^ur 
une parallèle à la ligne de terre, et les constructions seront 
simplifiées. 

111. Mais il y a des cas qui se présentent^fréquemment, 
et dans lesquels les plans auxiliaires soB.t indiqués par la 
nature même des surfaces. 

Si Tune des surfaces est un cylindre, on prend des plws 
parallèles aux génératrices du cylindre, parce qu'alors on 
est assuré que les intersections des plans avec le cylindre 
seront des lignes droites. Si les deux surfaces données sent 
cylindriques, les plans auxiliaires devront Être à la fois 
parallèles aux génératrices de l'une et de F antre. 

Quand l'une des surfaces est un cône, on fait passer les 
plans par le sommet ; ^t, quand l'autre surface esrt aussi un 
cône, on les fait passer par la droite qui joint les deux 
sommets. De cette manière, les secXions faites «dans ces 
cAnes se réduisent à de simples lignes droites. 

Si l'une des surfaces est un cône, et l'autre un cylindre, 
les plans doivent passer par le sommet du cône et être pa- 
rallèles aux génératrices du cylindre. 

Si l'une des surfaces est de révolution, les sections auxi- 
liaires seront perpendiculaires à l'axe de cette surface, ce 
qui donnera des cercles. 

lis. Pour trouver Tintersection dexleux surfaces, on .a 
.prescrit de couper ces jsui faces par une jsuite de plans ,: ce- 
pendant on conçoit qu'au lieu de plans, on pourra employer 
d'autxes jsuriaces , pourvu qu'il soit facile d'obtenir leurs 
intersections avec les surfaces proposées. Ce cas sera -oelui 
de deux surfaces de révolution dont les axes se r^encon- 
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tient. Alors on fera usage de sphères qui ont toutes pour 
centre commun la rencontre des deux axes. Il est clair en 
effet que chaque sphère coupe les deux surfaces de révo- 
lution suivant des cercles faciles à déterminer, et que les 
points communs à ces cercles appartiennent à l'intersec- 
tion des deux surfaces. 

113. Parlons delà tangente. Il faut d'abord rappeler que 
le plan tangent en un point d'une surface renferme les tan- 
gentes menées en ce point à toutes les courbes qu'on peut 
tracer, par ce même point, sur la surface. De là il suit que, 
si une ligne résulte de l'intersection d'une surface courbe 
avec un plan donné, pour avoir la tangente en un point de 
cette ligne, il faut construire le plan tangent à la surface au 
point dont il s'agit, et déterminer l'intersection de ce plan 
avec le plan donné. En général, si une ligne est l'intersec- 
tion de deux surfaces, on mènera par le point que l'on con- 
sidère sur cette ligne les plans tangents aux deux surfaces ; 
et Tintersection de ces plans sera la tangente demandée. 

114. Cette tangente se détermine encore par une autre 
considération. D'après la définition (51), les normales 
menées aux deux surfaces, par un point de leur intersec- 
tion, sont respectivement perpendiculaires aux deux plans 
qui seraient conduits par ce même point tangentiellement 
à ces surfaces; donc la tangente cherchée, qui est l'inter- 
section des plans tangents, est perpendiculaire au plan 
des deux normales ; donc cette tangente s'obtiendra en 
menant par le point de contact une perpendiculaire au plan 
des normales. 

Dans le cas des surfaces de révolution, ce procédé est 
préférable, parce qu'alors les normales sont plus faciles à 
déterminer que les plans tangents. 
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115. Toutes les constructions devant s'effectuer par des 
projections, il est bon d'observer que les projections de la 
tangente à une courbe seront elles-mêmes tangentes aux 
projections de la courbe. Cette conséquence s'obtient im- 
médiatement quand on regarde la tangente comme le pro- 
longement indéfini de l'élément d'une courbe. En effet, 
alors il est clair qu'en projetant, par exemple sur le plan 
horizontal, un élément de la courbe, on aura un élément 
de la projection de cette courbe , et que par conséquent, si 
on prolonge ces deux éléments, on aura deux droites dont 
la seconde sera la projection de la première : c'est-à-dire 
que les projections de la tangente à une courbe sont tan- 
gentes aux projections de cette courbe. 

116. Il peut y avoir, sur l'intersection de deux surfaces, 
des points où les constructions précédentes soient en dé- 
faut. D'abord, il peut s'y trouver un point tel que les plans 
tangents aux deux surfaces se confondent, de sorte que, 
au lieu de deux plans qui contiennent la tangente, on n'en a 
plus qu'un seul. Dans ce cas, on n'a généralement d'autre 
méthode à suivre pour déterminer la tangente que de 
mener mécaniquement, au moyen de la règle, des tan- 
gentes aux projections de l'intersection. En second lieu, 
un point de l'intersection peut être tel que les deux plans 
tangents qui déterminent la tangente soient perpendicu- 
laires à l'un des plans de projection. Alors la tangente est 
elle-même perpendiculaire à ce plan, et s'y projette en un 
point unique. La tangente à la projection de l'intersection 
re^te donc tout à fait indéterminée, et le plus souvent en- 
ccMre elle ne pourra être construite que d'une manière mé- 
canique. 

Cependant il sera bon, dans ces cas particuliers, de con- 
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sîdérer la tangente à Fintersection, en un point très^voism 
de celui dont il s'agit ; de supposer ensuite que le second 
point se rapproche indéfiniment du premier, et d'exanainer 
s'il n'existe pas une droite facile à construire vers laquelle 
tende la tangente, et avec laquelle elle se réunisse à la 
limite ; cette droite ne sera autre que la tangente cherchée. 

Sections des Burfoces courbes par des plans. 

117. Problème I. Intersection d'un cylindre perpendicH- 
laire au plan horizontal par un plan perpendiculaire m 
plan vertical. 

La solution contiendra trois parties. Dans la première, 
on déterminera les projections de la courbe d'intersection 
et celles d'une quelconque de ses tangentes ; dans la se- 
conde, on trouvera celte courlDe en vraie gj:aadeur et on 
construira sa tangente; enfin, dans la troisième, <m déve- 
loppera le cylÛMbre sur un plan, on cherchera ce que de* 
vient alors la courbe d'intersection, et quelle est la tan- 
gente à la nouvelle courbe^ 

Proyectione» D'après l'énoncé, la trace borijsontale du>cy- 
Undre peut être telle courbe qu'on voudra otc. . (Pnoblëmes, 
3* partie, fig* I) , et ses génératrices sont verticales ; la trane 
verticale du plan coupant est une droite quelconque ^p\ et 
sa trace boidzoatale qp «et perpendiculaire à la ligne de 
terre oy. Toute ligne située sur le cylindre a pour projec- 
tion horizontale la courbe abc. . . , et toute ligne située dajds le 
plan pqpl a pour projection verticale la droite qp' : ainsi, m 
connatt «déjà les projections de la courbe d'intersection. 

Prenons un point m à volonté sur abc..., et perpendicu- 
lairement À zy menons mmW qui /COupe pg' en ni. Il est 
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clair que mW est la projection verticale de la génératrice 
qui passe en m, et que le point où cette génératrice ren- 
contre le plan pqp' a pour projections « et m'; donc m et 
m' sont les projections d'un point de la courbe d'intersec- 
tion. £d répétant cette construction, on peut obtenir les 
projections d'autant de points qu'on voudra. 

La tangenfe est facile à obtenir. Considérons Je point 
[m^m']. Le plan tangent au cylindre est vertical, et a pour 
trace horizontale la tangente mn k la base abc... : or la 
tangente cherchée est T intersection de ce plan avec le plan 
donné ; donc ses projections sont mn et qp'. 

Vraie grandeur. Rabattons le plan pqp' sor l'un des 
plans de projection* Si on le fait touiner autour de la 
trace qp\ on renotarquera que le point [t»ym'] est, dans 
l'espace, sur une perpeadiculaiiie k*qp\ à une distance de m' 
égale à mm'' ; de sorte qu'en élevant sur qp' la perpendi- 
culaire m'M égale à *mm'\ le point M appartiendra à la 
courbe cherchée. La même construction fait connaître au- 
tant de points qu'on en veut , et on trouve ainsi la couche 
ABC.» Pour avoir la tangente à cette courbe au point M, 
il suffit d'observer que dans le cabaltement la ligne qn se 
^hfie. sans changer de grandeur, en 9N perpendiculaii^- 
ment à'gp'; de sorte qu'en tirant MN on a la tangente au 
point M. 

Si on vent faive tourner Je plan pqp' autour de sa trace 
horizontale P9, on m^ae mr perpendiculaire àpq, puis .on 
imagine, dans l'espace, une droite entre le point r et. le 
p^int [f»f«i'] .: cette droite est perpendiculaire à pq, et elle 
est projetée en vraie geandenr sur 9m'; donc onpr^longera 
mr d'une quantité rM = qm\ et le point M' sera un point 
die la courbe rabattue sur le plan boriaontaL Due oonstruc* 
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tion semblable peut se faire pour tous les points. Quant à 
la tangente, elle ne cesse point de passer en n, et on F ob- 
tient en tirant la droite nM'. 

On n*a pas toujours un espace assez étendu pour opérer 
l'un des rabattements ci-dessus : voici un moyen de parer 
à cet inconvénient Par un point d', convenablement choisi 
sur qp\ concevez une perpendiculaire au plan vertical, la- 
quelle sera tout entière dans le plan pqp' et aura pour pro- 
jection horizontale une droite dd! perpendiculaire à xy. 
Faites tourner le plan pqp* autour de cette droite jusqu'à 
ce qu'il soit horizontal, et alors la courbe située dans ce 
plan se projettera en vraie grandeur sur le plan horizontal. 
Or, cette projection est facile à construire. En effet, après 
la rotation du plan pqp\ la ligne qp* se place sur uv paral- 
lèle à xy^ et en même temps le point [tn^m'] décrit paral- 
lèlement au plan vertical un arc dont la projection veiti- 
cale est l'arc m'm^^ tracé du centre d', et dont la projection 
horizontale est sur mr parallèle à a;y; donc en menant 
sur xy la perpendiculaire m^M" terminée à mr^ on aura 
la projection du point [m^m!]^ tel qu'il est situé quand la 
courbe est devenue horizontale. En appliquant la même 
construction aux autres points, on trouve la courbe 

Le point de contact est maintenant en M"". Pour avoir 
la tangente, on peut en déterminer un second point, N"". 
Mais on peut encore remarquer que le point où elle coupe 
Taxe, autour duquel se fait la rotation, n'a pas dû changer 
de position. Or il était d'abord projeté en o, à la rencontre 
de mn avec d'd; donc la tangente au point W doit passer 
en 0. 

Développement, En considérant un cylindre comme un 
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prisme d'une infinité de faces, on voit sur-le-champ que 
si on développe cette surface sur un plan, toute section 
perpendiculaire aux arêtes devient une droite à laquelle 
les arêtes restent perpendiculaires , et que les longueurs 
comprises sur ces arêtes, entre la section porpendiculaire 
et la section oblique, ne doivent pas changer. Donc après 
avoir divisé la courbe abc.» en plusieurs arcs a6, 6c, cd,... 
on prendra sur une droite les distances 31^,^7, 78,... res- 
pectivement égales à ces arcs, puis on élèvera les perpen- 
diculaires aa', p3', yy',... égales aux portions d'arêtes dont 
les véritables longueurs sont dans le plan vertical en aV, 
&"6', c'V,... La courbe ainsi produite par le développement 
du cylindre sera a'^Y*»- 

Supposons que le point [m^m'] soit devenu \>.' et remar- 
quons que dans le développement les éléments de la 
courbe, et par conséquent les tangentes, ne changent pas 
d'inclinaison à l'égard des arêtes. Or la tangente au point 
[m, m'] passe en n, et l'angle de cette tangente avec Tarête 
du cylindre fait partie d'un triangle rectangle dont mn est 
la base et m^m' la hauteur; donc, si on prend, du côté con- 
venable, |JLV = mn, et si on joint [x'v, on aura la tangente à 
la nouvelle courbe a'P'y'. 

Remarque. Dans l'épure, la courbe a6o... est un cercle; 
mais Texplication précédente n'en est pas moins générale. 
Ainsi, quelle que soit la courbe a6c..., il devra toujours 
arriver que les tangentes en m et M', aux courbes abc... et 
A'B'G'..., coupent la trace p^ au même point n, ou bien, ce 
qui est la même chose, que les tangentes en m et M", aux 
courbes abc... et A^B'^C"..., coupent la droite d''d au même 
point 0. De là ce théorème : 

Si on coupe un cylindre quelconque par plusieurs plans 
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passant per une droite perpendiculaire aux génératriees^ et 
qu'on rabatte toutes les sections sur un $eul plan en les fai» 
sant tôxirner autour de cette droite ^ les tangentes à ces diflé- 
renies courbes, aux points situés sur une perpendiculaire à 
la droite commune^ iront rencontrer cette droite au même 
point. 

Cette propriété est analogue à celle qui est si connue 
pour les ellipses décrites sur un axe commun; et elle a 
lieu à l'égard de ces ellipses, parce qu'elles sont les 
intersections d'un même cylindre par des plans disposés 
comme l'exige l'énoncé ci-dessus. 

118. Problème II. Intersection d' un cylindre qiulconque 
par un plan perpendiculaire à ses génératrices . 

Projections. Le plan coupant étant perpendiculaire aux 
génératrices, ses traces doivent être perpendiculaires aux 
projections de ces lignes : supposons que ce soient pq et qp' 
(Bg. II). La question est d'abord de trouver les projections 
de la section faite dans le cylindre, laquelle prend ici le 
nom de section droite à raison de ce que le plan coupant 
est perpendiculaire au cylindre. 

Il faut, selon ce qui a été dit n* 109, chercher les inter- 
sections des génératrices du cylindre avec le pian pqp'. 
Considérons, par exemple, la génératrice [ae^a'e'], et ima- 
ginons un plan vertical par cette droite. La projection ho- 
rizontale de l'intersection de ce plan ^yecpqpf est ae, et on 
a un point de la projection verticale en abaissant hk' per- 
pendiculaire à xy. Pour en avoir un auti*e , je mène , par 
un point quelconque [z, z'] de la trace qp' une parallèle 
[zo, sio'] à p9 ; il est évident que la renccmtre o, de eo avec 
ae, est la projection horizontale d'un point commun aux 
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deux plans. De là on conclut la pvojeclion verticale o' de 
ce point, et ensiûte Ko' qui est celle de la droite suivant 
laquelle se coupent les deux plans. C'est donc la rencontre 
de ald avec Ko' qui ferar connal tre la projection verticale e 
d'un point de la section droite, et par suite la projection 
horizontale e. 

En menant, comme ci-dessus , des plans verticaux par 
différentes génératrices, ils coupent le plan pqfl^ suivant 
des droites parallèles entre elles, et dont par conséquent 
les projections verticales sont parallèles à h!d. Les inter- 
sections de ces parallèles avec les projections verticales des 
génératrices déterminent des points aussi rapprochés qu'on 
voudra, de sorte que les projections de la section droite 
doivent être regardées comme connues. 

Supposons qu'on veuille la tangente à la section au point 
[m, W]. Par le pied k de la génératrice qui contient ce 
point , menez kr tangente à la. base ; kr sera la trace hori- 
zontale du plan tangent au cylindre. Or, la tangente de* 
mandée est c\ la fois dans ce plan et dans le plan pqp' ; donc 
le point r, où kr reneontre gp, appartient à cette tangente -, 
donc mr est la projection horizontale de la. tangente. Pour 
en avoir la projection verticale , on abaisse rr' perpendicu- 
laire sur xy et on tire mV, 

Vraie grandeur. Faisons tourner le plan pqp' autour de 
pq pour l'appliquer aur le plan horizontal. Puisque mn est 
perpendiculaire. à pg, la droite qui, dans l'espace , joint le 
point [m, m!] au point n est perpendiculahre aussi à pq, et 
elle le sera encore après le rabattement; donc, sL on 
construit sa vraie longueur piour la porter en nM sur le 
prolongement de nm, le point H appartiendra à la courbe 
rabattue. En répétant cette constructian , on détermine la 
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courbe EFG... Quant à la tangente, elle ne cesse point de 
passer en r, et par conséquent, après le rabattemeut, elle 
sera la droite rM. 

DéceïoppemenL Quand on développe le cylindre sur un 
plan , il est clair que la section droite EFG. . . devient une 
ligne droite , et que les distances comprises sur les généra- 
ti'ices , entre cette courbe et la base abc. . . , ne changent 
pas. Oi*, ces distances sont faciles à trouver puisqu'on con- 
naît leurs projections; donc, après avoir pris sur une 
droite quelconque des intervalles cep, yy... , respectivement 
égaux aux arcs EF, FG... , on élèvera les perpendiculaires 
eÂ, cpB, yC,... égales à ces distances, et on aura ainsi la 
courbe ABC... qui provient de abc. par l'effet du déve- 
loppement. 

Supposons que l'ordonnée (xK corresponde à la projec* 
tion mfc, et qu'on demande la tangente au point K de la 
courbe ABC... On remarquera qu'il y a dans l'espace un 
triangle rectangle dont la projection est krm , dont l'hypo- 
ténuse est fcr, dont un côté est égal à rM , et un autre égal 
à [aK* Or la tangente demandée doit faire avec (xK le même 
angle que kr avec la génératrice du cylindre : c'est pour- 
quoi Ton prendra ^p = Mr, et pK sera la tangente de- 
mandée. 

Remarque. Lorsque la section est oblique aux' généra- 
trices, on trouve les projections de la courbe et de la tan- 
gente par des constructions semblables aux précédentes. 
Mais, pour rabattre la courbe sur le plan horizontal, il faut 
tracer les projections et construire les vraies grandeurs des 
perpendiculaires abaissées, des différents points de cette 
courbe, sur la trace horizontale du plan coupant. Quant au 
développement du cylindre, pour l'effectuer, il faudra cher- 
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cher préalablement la section droite, et la développer en 
ligne droite, comme on Ta fait plus haut : les points de la 
section oblique devant toujours rester aux mêmes distances 
de la section droite, il sera facile de les rapporter dans le 
développement 

119. Problème III. Section d*un c(h(^e par un plan per- 
pendiculaire au plan verticaU 

Projections. Il est évident que la projection verticale de 
la section se confond avec la trace verticale du plsga coupant 
pqp' (fig. III). Soient om, clm\ les projections d'une géné- 
ratrice quelconque du cône, il est facile de trouver les pro- 
jections n^n\ de son intersection avec le plan pqp' ; et, en 
répétant la construction pour autant de génératrices qu'on 
voudra, on obtiendra la projection horizontale efg.., de la 
section conique. 

Le cône représenté dans Tépure est droit et à base cir- 
culaire, son axe est vertical, et les deux génératrices paral- 
lèles au plan vertical sont projetées, Tune en oa^ o'a\ et 
l'autre en od, o'd\ Dans ce cas, on peut encore obtenir les 
points de la courbe efg... en coupant le cône par des plans 
horizontaux : soit AY la trace verticale d'un tel plan. Ce 
plan coupe le cône suivant un cercle dont la projection 
horizontale est un cercle décrit du centre o sur le dia- 
mètre h'i' ; et il coupe le plan pqp' suivant une perpendicu- 
laire au plan vertical, de laquelle on obtient l'acilement la 
projection horizontale nn^. Les points n et n^, où ceLLii per- 
pendiculaire coupe le cercle, appartiennent à la projection 
horizontale de la section conique. D'autres plans horizontaux 
feront trouver d'autres points. Remarquez que les points 

situés sur la ligne oo", perpendiculaire à .«y, peuvent être 

12 
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donnés par cette construction, tandis qu'ils échappent à 
la première. 

Pour avoir la tangente au point n de la courbe e/igr..., 
menez à la base du cône la tangente mr, qui est la trace 
horizontale du plan tangent au point [n, ff\ de la section 
conique. Le point r, où mr rencontre pq^ appartient à la 
tangente qai serait menée à la section conique au point 
[n, n'] ; donc nr est la projection de cette tangente, ou, ce 
qui est la même chose, nr est tangente à la projection efg... 
de la section conique (115). 

Vraie grandeur. Qu*on rabatte la courbe sur le plan ver- 
tical ou sur le plan hoiizontal, les constructions sont les 
mêmes que dans le problème précédent. Avec les données 
que nous avons choisies, on obtient une ellipse dont le 
grand axe est égal à e'fc'. On trouverait le petit axe en cher- 
chant les points de la courbe qui ont leur projection verti- 
cale au milieu de éh!, ce qui n'a aucune difficulté. 

Dieeloppemeni. Imaginez qu'on ouvre le cône suivant 
l'arête correspondant au point a et qu'on le développe 
sur un plan. Tous les points de la base abc... étant à une 
distance du sommet égale à o>a' devront se placer sur un 
arc de cercle décrit avec le rayon o'a\ et intercepter entre 
eux, sur cet arc, des parties de même longueur que sur la 
circonférence abc... Soit a^Sy*** ^^ ^^ décrit avec le rayon 
b>a=o'a' : supposez que la circonférence abc... ait été préa- 
lablement divisée en arcs tels que aft, 6e,..; subdivisez ces 
arcs en parties assez petites pour être regardées comme 
des lignes droites, et portez ces parties sur l'arc o^... Il 
est facile d'avoir ainsi les arcs a^, ^,... qui seront sensi- 
blement égaux aux arcs a6, 6c,... ; et il est clair que 
par l'effet du développement les génératrices corres- 
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pondant aux points a, 6, c,... viendront coïncider avec 

Les points de la section conique, situés sur ces généra- 
trices, ne doivent pas changer de distances par rapport au 
sommet; or, il est évident que ces distances sont données 
sur la ligne €la\ entre le point o' et les parallèles menées 
à xy par les projections e', fy g\...\ donc, si on porte ces 
distances en (oe, a>cp, a>^,..« on déterminera la courbe efx*** 
en laquelle se transforme la section conique après que le 
cône est développé. 

La tangente s'obtient, comme dans le cas du cylindre, 
en observant qu'avant et après le développement chaque 
élément de la section conique doit toujours faire le même 
angle avec la génératrice contiguê. Supposons, par exemple, 
que le point v corresponde au point [n, n'] de la section co- 
nique. La tangente en ce dernier point est T hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont un côté est tnr^ et dont l'autre côté, 
qui est projeté en mn^ a pour vraie grandeur [jlv ; donc si 
on élève à \u la perpendiculaire vp égale à mr^ et si on joint 
vp, la droite vp sera tangente à la nouvelle courbe &f^. . . 

Dans le cas d'un cône quelconque, le développement ne 
se ferait plus au moyen d'un secteur de cercle tel que (oaa,. 
Alors ce qu'il y a de plus simple, c'est de partager la base 
abc... en parties très-petites, de regarder ces parties comme 
des lignes droites, et le cône comme une pyramide. On 
peut avoir facilement les trois côtés de chacune des faces de 
cette pyramide ; on pourra donc construire toutes ces faces 
successivement, et obtenir ainsi le développement du cône. 
Il est également facile d'avoir les distances du sommet du 
cône aux différents points de la section conique, et, par suite, 
de trouver la courbe produite dans le développement par 



180 TROISIÈME PARTIE. 

cette section. Et quant à la tangente, on la détermine en 
construisant sur |jlv un triangle obliquangle, dont no cOtë 
[xp est encore égal à mr^ mais dont le troisième c6té vp se 
conclut de ses deux projections nr et n'q. 

On a supposé le plan coupant perpendiculaire au plan 
vertical. En lui donnant une position quelconque, les con- 
structions sont plus compliquées, sans être plus difficiles. 

120. Problème IV. Intersection d'un cône et Sun plan 
dans le cas ùù la courbe d* intersection a des atymptotes. 

Le plan coupant pqp' (fig. IV) étant toujours perpendi- 
culaire au plan vertical, supposons qu'un plan parallèle 
o'm'm^ mené par le sommet, coupe le cône suivant les deux 
génératrices [om^ o'm'] et |ow, o'm']. Les génératrices très- 
voisines sont encore rencontrées par le plan pqp\ mais à des 
distances très-grandes ; de sorte que celles qui sont dans le 
plan mm'o' doivent être considérées comme rencontrées en 
des points infiniment éloignés. De là, on conclut que la sec- 
tion conique doit avoir des branches infinies. D'ailleurs, 
les constructions du problème précédent doivent se répéter 
ici. Dans l'épure, c'est encore un cône droit qu'on a pris 
pour exemple, et la section est une hyperbole. On n'en a 
l'ait le rabattement que sur le plan vertical, et on n'a dé- 
veloppé que la nappe inférieure du cône. 

L'objet principal que nous nous proposons est de déter- 
miner les asymptotes de la courbe, c'est-à-dire, en d'autres 
ermes, les tangentes aux points infiniment éloignés, les- 
quels sont situés sur les génératrices parallèles au plan 
pqp'. Or, si on imagine qu'une tangente quelconque ait 
été menée à la courbe et que le point de contact s'éloigne 
indéfiniment, cette tangente, à la limite, deviendra une 
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asymptote; par conséquent on doit appliquer à la déter?- 
mination des asymptotes exactement les mêmes construc- 
tions que pour toute autre tangente, et c'est ce que nous 
allons faire. 

La tangente en un point quelconque de la section conique 
est rintersectioh du plan pqp' avec le plan tangent mené 
au cdne, suivant la génératrice qui contient le point de 
contact (113). C'est pourquoi je mène, à la base abc...^ les 
tangentes mr et tu, qui seront les traces horizontales des 
plans tangents passant par les génératrices sur lesquelles 
sont les points de la courbe situés à l'infini (79) ; et les 
points r et s» où ces traces rencontrent pg, appartiennent 
aux asymptotes. Alors, pour avoir les asymptotes, on doit 
joindre ces points aux points de contact, c'est-à-dire qu'il 
latit mener, par les points r et 5, des parallèles aux généra- 
trices [om, oW] et [on^ cfm'] ; par conséquent, en menant 
rr^ et ss^ parallèles à om et on, on a les projections horizon- 
tales des asymptotes. Ensuite, on en conclut aisément les 
asymptotes RR,, SS^, à 'la courbe rabattue en vraie gran- 
deur; et aussi les asymptotes Qp, B<r, à la courbe produite 
dans le déireloppement. 

121. Problème V« Section dCune surface de révoluUonpar 
un plan. On appliquera les constructions à la surface 
gauche de révoliUian. 

Menez des plans perpendiculaires à l'axe et aussi rappro- 
chés que vous voudrez : chacun d'eux coupe le plan donné 
suivant une droite, et la surface de révolution suivant un 
cercle. Les points communs à la droite et au cercle appar- 
tiendront à l'intersection cherchée. 

Je prendrai la surface gauche de révolution pour exem- 
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pie, ainsi que le prescrit renoncé, et je cboisiFai ks doutées 
comme l'indique la figure V. L'axe est vertical, sa projeo* 
tion horizontale est le point o, et sa projection verticale 
est la ligne 6ù" ; la génératrice, prise dans Jla position où 
elle est parallèle au plan vertical, a pour projectioos ah et 
a'fr', ou bien ac et aV; enfin le plan coupant p^p' estper^ 
pendiculaire au plan vertical. Selon la portion de ce plan, 
la section peut être une ellipse, ou une hyperbole, ou une 
parabole ; et il y a un moyen facile de connaître laquelle 
des trois courbes on doit avoir. D'après le scolie U du 
n* 70, on transportera la génératrice de la surface gauche 
parallèlement à elle-même eu un point de l'axe, par exem- 
ple, au point projeté en d ; on supposera alors qu'elle dé- 
crit un cône autour de l'axe ; on mènera par le sommet un 
plan parallèle au plan donné ; et, selon que ce plan paral- 
lèle coupe le cône en un point, ou suivant deux droites, 
ou suivant une seule, on juge que la section est une ellipse, 
ou une hyperbole, ou une parabole. Dans la fig V, c'est 
une ellipse. 

Si on mène or parallèle à jsy, il est clair que la droite 
projetée en or et o'g divise la courbe cherchée en deux 
parties symétriques, c'est-à-dire qu'elle est un axe de la 
courbe : je vais déterminer d'abord les points de la courbe 
qui sont situés sur cet axe et qu'on nomme %im,fMi$. Ima- 
ginez que la ligne \w^ o'f] engendre un cône droit autour 
de Taxe de révolution : chaque sonunet décrit un parallèle 
de la surface gauche et se transporte successivement sur 
toutes les génératrices de cette surface. Quand il est sur la 
génératrice [afr, a'6'], la ligne \ot^ o'ç] doit être dans le plan 
conduit par cette génératrice et par le point \o^ù\ Or, en 
menant la parallèle [02, oV] à [a6, a'6'], on trouve pour ce 
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plan la trace horizontale ftz, qui rencontre en u et v le 
cercle décrit avec le rayon or : de là on conclut que la ligne 
[ùff o*q]f en tournant, peut occuper dans ce plan deux si- 
tuations différentes, lesquelles ont pour projections hori- 
zontales <m et av. Alors elle coupe la génératrice [aA, a'6'] 
en des points projetés en d et e ; ces points sont les positions 
que les sommets doivent occuper sur cette génératrice. Il 
n'y a donc plus qu'à faire tourner ou et oo pour ramener u 
et en r; et alors d et e iront prendre position en f et g. 
Les points ^et j|f seront les projections horizontales des som- 
mets» et on en conclura les projections f et g'. 

C'est entre ces deux sommets que doivent être menés les 
plans horizontaux qai servent à trouver les points de la 
conrbe. Soit, par exemple, h'i la trace verticale d'un de ces 
plans : on détermine facilement les projections horizontales, 
Wi^ et i, de ses intersections avec le plan pqp' et avec la 
droite [â6, a'6']. Donc, en décrivant une circonférence du 
centre o, avec le rayon oi^ on aura la projection horizontale 
du cercle suivant lequel le plan auxiliaire coupe la surface 
gauche. Les points A, h^, où cette circonférence est rencon- 
trée par la ligne hA^, appartiennent à la projection horizon- 
tale de la courbe cherchée. 

Pour avoir la tangente en un point [A, A'], on détermine 
la trace horizontale si du plan tangent (97) ; le point <, où 
elle coupe p9, appartient à la tangente; en joignant th on 
a la projection horizontale de cette tangente. 

Quant au rabattemrat, il se trouve comme dans les pro- 
blèmes précédents : c'est la courbe FHGH^. 

Remarque. La construction employée pour déterminer 
les sommets mérite d'être soigneusement remarquée. Elle 
donne h solution de cette question : trouver les points 
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d'intersection d'une surface gauche de révolution avec une 
droite quelconque menée par un point de Taxe. 

122, Problème VI. Section de la $urface gawhe de révo- 
lution par un plan^ dans le cas où celte êectien est une hyper- 
bole. Détermination des asymptotes. 

Le moyen de connaître si la section est une hyperbole a 
été indiqué : je suppose que ce cas soit celui de la fig. VI 
et que d'ailleurs les données soient comme dans la précé- 
dente. La droite [or^ o'q] est encore un axe de la courbe 
d'intersection; on détermine semblablement les sommets 

[A n ^^ [?» si» ®^ ^'^^^ ^^ dehors de ces points qu'on doit 
mener les plans horizontaux dont on se sert pour ti*ouyer 
des points de la courbe. 

La seule particularité propre au cas qui nous occupe est 
la détermination des asymptotes, c'est-à-dire des tangentes 
dont le contact est à l'infini. Or un point quelconque de la 
courbe résulte de l'intersection du plan pgp' avec une géné- 
ratrice de la surface, et on obtient la tangente en prenant 
l'intersection du plan tangent en ce point avec le plan pqp\ 
Ces constructions sont donc celles qu'il faut appliquer aux 
points situés à l'infini. Ces points étant donnés par les gé- 
nératrices parallèles au plan pqp\ il faut d'abord déterminer 
ces lignes. 

La construction qui sert à juger que la section est une 
hyperbole facilite cette détermination. Supposons que le 
point [o, a'] soit le sommet du cône décrit autour de Taxe 
par une parallèle à la génératrice [a6, a'b'], et que a'm'm 
soit le plan mené par le sommet parallèlement à p^p'; c'est 
parce que ce plan coupe le cône suivant deux droites, qu'on 
est assuré que le plan pqp rencontre la surface gauche sui- 
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vant une hyperbole (70). Traçons la base au cône, et dé- 
terminons les projections horizontales om et on de ces deux 
droites. Chaque génératrice de la surface gauche doit avoir 
sa parallèle sur le cône ; donc celles qui sont parallèles 
au plan pqp' le sont aussi aux deux droites dont il s'agit; 
donc on aura leurs projections horizontales, en menant 
des tangentes au collier respectivement parallèles à om 
et à on. 

Maintenant qu'on connaît sur la surface gauche les géné- 
ratrices qui sont rencontrées par le plan pqp' en des points 
infiniment éloignés, il faut, poui' avoir les asymptotes, ap 
pliquer à ces points les constructions qui servent à trouver 
une tangente quelconque. Les deux génératrices dont les 
projections sont parallèles à om doivent être regardées 
comme concourantes à Tinfini, ei les points h et i, où elles 
percent le plan horizontal, déterminent la trace horizontale 
hi du plan tangent au point de concours. La tangente à 
l'hyperbole en ce point, ou, en d'autres termes, Tune des 
asymptotes est Tintersection de ce plan tangent avec le 
plan pqp' ; donc le point s, où hi rencontre p^, appartient à 
cette asymptote. Pour avoir cette asymptote, il reste à 
joindre s avec le point de contact, c'est-à-dire qu'il faut 
mener une parallèle aux génératrices qui contiennent ce 
point; donc la droite 88 ^^ parallèle à om^ est la projection 
horizontale de l'une des asymptotes. Semblablement, on 
trouve it^^ pour celle de l'autre asymptote. Les projections 
verticales de ces lignes sont sur qp\ et leurs rabattements 
sont SS, et TT,: 

Remarques» Les points m, fc, i sont en ligne droite : la 
raison en est que les trois parallèles qui aboutissent à ces 
points rencontrent le plan du collier sur un même dia- 
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mèytre. Sur quoi l'on peut remarquer que les plans tangents 
à ht surface gauche ont pour limites les plans tangents an 
G6ne. Les points n, k^ l sont aussi en ligne droite. 

En rapprochant suflSsanunent le pian pqp' du point a\ 
\l couperait le cercle du collier, et alors les branches de 
Thyperbole ne seraient plus rencontrées par la droite 
[or y o'q]. Si aW parallèle à o'q coïncidait avec aV ou a'b\ 
la section serait une parabole. 

Intersections des surfaces courbes entre elles. 

123. Problème YIL InUrseeiion de deux cylindres* 
On prendra les plans auxiliaires parallèles aux généra- 
trices des deux cylindres, parce qu'alors chacun de ces 
plans ne pourra couper les cylindres que suivant des gé- 
nératrices, d'où il suit que les points de l'hiterseetion de- 
mandée seront donnés par des rencontres de lignes droites. 
Si donc, par ufi point [a^a!] pris à volonté (fig YII-l) , je 
mène des parallèles aux génératrices des deux cylindres, 
et si je construis la trace horizontale bc du plan de ces 
droites, les traces des plans auxiliaires devront être paral- 
lèles à bc. 

Supposons qu'une de ces traces rencontre les bases des 
cyUndi-es en d, e, ^, g : on est certain gue les génératrices 
qui passent par ces points sont situées dans un même plan, 
et, par suite, que les points où leurs projections se coupent 
appartiennent aux projections de l'intersection des cylin*- 
dres. En conséquence, je construis les projections horizon- 
tales de ces génératrices , ce qui détermine quatre points 
k, t, k, { ; puis je construis les projections verticales de 
ces génératrices, ce qui détermine les ^quatre points h\ j*, 
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1^, V ; et l'on a ainsi les projections de quatre points appar- 
tenaût à Tintersectioa demandée. Remarquez en passant que 
si on joignait h et ft', t et i\ ft et fc', I et {', on aurait quatre 
perpendiculaires à xy. De nouveaux plans auxiliaires dé- 
termineront autant d'autres points qu*on voudra. 

Pour avoir les projections de la tangente en un point 
quelconque, on remarquera que cette tangente appartient 
à la fois aux deux plans tangents menés par ce point à cha- 
cun des cylindres, et que par conséquent elle est leur inter- 
section. Supposons qu'il s'agisse du point [n^n'] déterminé 
par deux génératrices qui coupent les bases en m et p ; on 
mènera à ces bases les tangentes mq et pg, qui seront les 
traces horizontales des deux plans tangents. Ces traces se 
rencontrent en 9, on joindra nq^ et ce sera la projection ho- 
rizontale de la tangente. On en aura la projection verticale 
en projetant le point ^ en 4' sur xy^ et en tirant n'q'. 

Remarque, Parmi tous les cas que peut présenter l'inter- 
section des cylindres, deux principaux sont à distinguer : la 
péfUtratiim et ï arrachement. Dans le premier, toutes les 
génératrices d'un cylindre entrent dans l'autre, et alors il 
y a courbe d'entrée et courbe de sortie ; dans le second, une 
partie seulement des génératrices de chaque cylindre va 
rencontrer l'autre cylindre. Voici comment on reconnaît 
quel cas doit avoir lieu. 

Imaginons qu'oi^ait mené à la base de chaque cylindre, 
parallôlement à bc, deux tangentes qui comprennent toute 
cette base, et supposons d'abord, comme cela arrive dans 
la fig. VII-1, que les tangentes rs et uv à Tune des bases 
aillent couper l'autre base. Les plans auxiliaires dont les 
traces sont rs et uv renferment entre eux tout le premier 
cylindre ; mais ils ne comprennent sur le second que les 
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portions de surface correspondant aux arcs sev et tdz. Or, 
il est clair que le premier cylindre rencontre ces deux por- 
tions de surfaces et qu'il traverse l'intervalle qui les sépare ; 
donc il y a pénétration du second cylindre dans le premier. 

Supposons en second lieu, comme dans la fig. Yïl-S, que 
chaque base soit coupée par une des tangentes à l'autre 
base. Alors les plans auxilidres conduits suivant les tan- 
gentes rs et uz comprennent, sur les cylindres, les portions 
de surface qui s'appuient sur les arcs urt?, szi ; et il est évi- 
dent que ces portions se rencontrent mutuellement, tandis 
que les portions extérieures n'ont aucun point commun : 
dans ce cas on dit qu'il y a arrachement. 

lies constructions qu'on vient d'indiquer, pour juger s'il 
y a pénétration ou arrachement, déterminent les généra- 
trices de chaque cylindre qui servent de limites à la courbe 
d'intersection. Ainsi, dans la fig. VIM, la courbe d'entrée 
est limitée aux génératrices qui passent en s et r, et la 
courbe de sortie l'est à celles qui passent en t et z. Dans la 
fig. VII-2, la courbe d'intersection a pour limites, sur l'un 
des cylindres, les génératrices élevées en u et en v, et sur 
l'autre, celles qui passent en s et en t. Au reste, la con- 
struction générale donnée plus haut, pour trouver une tan- 
gente quelconque, montre qu'en effet ces génératrices sont 
tangentes à la courbe d'intersection. Par exemple, imagi- 
nons qu'on mène les plans tangents aux deux cylindres , 
l'un par le point r, l'autre par' le point t. Le premier se 
confond avec le plan auxiliaire dont la trace est ri ; donc il 
va couper le second suivant la génératrice qui passe en t ; 
donc cette génératrice est tangente à la courbe d'intersec- 
tion. Par suite, les projections de cette génératrice sont aussi 
tangentes à celles de la courbe, ainsi que l'indique la figure. 
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12i, Problème VIII. Intersection dedeuxc(^es. 

Eq meDant une suite de plaus par la droite qui joint les 
deux sommets, chacun ]de ces plans coupera les cônes sui- 
vant des droites dont les intersections feront connaître des 
points de la courbe demandée. 

Prenons les données comme dans la fig. VIII « et conve- 
nons de nommer petit cône celui dont la base est moindre, 
et iprand cône celui dont la base est plus grande. Soit c le 
point où la droite qui joint les sommets , perce le plan ho- 
rizontal : les traces horizontales des pians auxiliaires pas* 
seront toutes par ce point. Menons à la petite base les tan- 
gentes cd et ce, qui coupent la grande en f^ g, h, t. Tous 
les plans auxiliaires dont les traces horizontales sont com- 
prises entre ces tangentes, comme l'est cm, rencontrent les 
deux cônes, et déterminent des points communs à ces sur- 
faces ; mais les plans dont les traces sont en dehors des deux 
tangentes n'en peuvent pas déterminer. Il suit de là que 
l'intersection demandée se compose de deux parties dis- 
tinctes : Tune sur la portion du grand cône correspondant 
à l'arc /mrgr, et l'autre sur la portion correspondant à hù 
Dans l'épure on ne s'est occupé que de la première. 

Les points a et 6 étant les projections horizontales des 
sommets, ad et bf^ ae et bg, sont celles des génératrices sui- 
vant lesquelles les cônes sont coupés par les plans cf et cg 
(on néglige la partie ht) ; par conséquent les points de ren- 
contre t et u appartiennent à la projection horizontale de 
l'intersection des deux cônes. De plus, on remarquera que 
cette courbe, étant limitée sur le grand cône aux généra- 
trices projetées sur 6/ et bg^ doit avoir ces droites pour tan- 
gentes, et que par suite la projection horizontale de cette 
courbe a elle-même bf et bg pour tangentes. 



IM TROISIÈME PARTIB. 

Si msdntenant on considère un plan quelconque, tel que 
celui dont la trace cm coupe les bases en k, I, m, il déter- 
mine, dans les cOnes, les génératrices qui ont pour projec- 
tions horizontales ak, a{, 5m; donc les intersections n et o, 
de bm avec aket al, seront des points de la projection homoo- 
tale de la courbe cherchée. En répétant ces constructions on 
obtient cette projection aussi exactement qu'on veut. 

L'autre projection se trouve en construisant les projec- 
tions verticales des génératrices. Les projections verticales 
a'd* et 67', a'e' et b'g\ donnent les points t' et u' qui corres- 
pondent k t eiUj et dans lesquels la projection verticale de 
la courbe a pour tangentes b'f et b'g\ Ainsi encore, les pro- 
jections a'K^ n'fi l/m' font connaître les points n' et o'. 

La tangente à la courbe est facile à trouver. Soit le pmnt 
[p, p'] déterminé par l'intersection des génératrices proje- 
tées en aq eibr i on mènera aux bases les tangentes q$ et 
fs, qui sont les traces des plans tangents aux cônes, au 
point que Ton considère ; puis on joindra le point i, où elles 
se coupent, avec le point p. La droite sp sera la projection 
horizontale de la tangente au point [p, p'] : pour en avoir la 
projection verticale, on abaissera ss^ perpenpiculaire à xy 
et on joindra «'p^ 

& on applique ces constructions aux points [<, {'] et 
[t*, tt'j, on retombe sur les droites [fre, bi'] et [6u, Ifu!]. 

V Intersection d'un cône et d'un cylindre est un cas parti- 
culier du problème YIII, si Ton considère le cylindre comme 
un cône ayant son sommet à l'infini. La droite qui joignait 
les sommets des deux cônes devient alors une parallèle aux 
arêtes du cylindre, menée par le sommet du cône donné ; 
et les plaos auxiliaires conduits par cette droite donnent 
dans le cylindre deux droites parallèles et dans le cône 



U6W8 G0U1B6B âVfiO LBUBS TANGENTES. lOl 

deux droites eoficoorantes. L'épure se déduit aisément de 
œlle qui vient d*ètre tracée. 

126. Peobièiib IX. Deuso céne$ étant donnii, an propoêe 
de reeaniuMre si la courbe éFintenection a dê$ iranehêi in* 
finies, e(, dam ce eatt^deéiterminer lee aiynif fotei, lor$fu*il 
en e^te. 

tenons les données de la fig. IX dans laquelle les bases 
des cdnes sont dmne^ fkig. Pour que l'intersection ait des 
branches in&iies, il faut qu'en menant les plans auxiliaires 
par les deux sommets on puisse en trouyer un ou plusieurs, 
qui rencontrent les cônes suivant desgénératrices parallèles. 
Donc, si on déplace un de ces cènes, le petit par exemple, 
de manière que ses génératrices restent parallèles à elles- 
mêmes et que son sommet coïncide avec celui du grand, il 
doit arriver alors que les deux cônes aient une ou plu* 
sieurs génératrices communes. Or, pour qu'il en soit ainsi, 
i] faut et il suffit que les traces horizontales se rencontrent; 
cherchons donc ce que devient la trace du petit eône après 
sa translation. 

Supposons qu'on ait mené les traces d'autant de plans 
auxiliaires qu'on voudra, imaginons qu'un polygone ait été 
formé en joignant les points où elles coupent la base du 
petit cône, et considérons, au lieu de ce cône, une pyramide 
ayant ce polygone pour base et même sommet que le cône. 
Quand on fait le déplacement dont il s'agit, les arêtes de la 
pynunide, qui sont dans les plans auxiliaires, se tranq[>or- 
tent parallèlement à elles-mêmes au sommet du grand cône, 
sads quitter ces pUns. Les faces de cette pyramide oontir 
nuent donc à être aussi parallèles à elles-mêmes, de sorte 
qu'elles détermineront sur te plaa horiçoatal wi polygooe 



i02 TROISIÈME PARTIE. 

dont les côtés seront compris entre les traces des plans 
auxilisdres et dirigés parallèlement aux côtés dn premier. Il 
suit de là qu'on pourra facilement construire ce polygone 
dès qu'on aura un seul de ses sommets. Or, supposons que 
d soit l'intersection de la base du petit cône avec la trace 
cd d'^un plan auxiliaire ; en menant ad et ensuite 68 pa- 
rallèle à ad, on déteroiine sur cette trace le point o 
qui est un sommet du nouveau polygone : on peut donc 
achever ce polygone, et en joignant ses sommets par un 
trait continu on aura la trace horizontale du cône déplacé. 
On n'a représenté qu'une partie de cette trace, et c'est la 
courbe Sfcle. 

Gomme cette courbe rencontre la base du grand cône en 
fcet I, on conclut que les cônes proposés ont des géné- 
ratrices parallèles, lesquelles sont contenues dans les plans 
auxiliaires dont les traces sont ckm^ cln; et dès lors on 
peut tracer leurs projections horizontales bk et am, bl et an. 
On n'a tracé sur la figure que les projections verticales 
a^tn! et a'n\ correspondant à am et an. 

Les asymptotes s'obtiennent par la méthode générale, 
en cherchant les tangentes aux points situés à l'infini sur la 
courbe d'intersection des deux surfaces : c'est-à-dire qu'il 
faut prendre l'intersection des plans tangents menés, res- 
pectivement aux deux cônes, suivant les génératrices dont 
la rencontre détermine le point de contact. Or, les géné- 
ratrices parallèles projetées en am et bk doivent être re- 
gardées comme déterminant deux points placés à l'infini ; 
en conséquence, on mène aux bases les tangentes mp^ kp, 
qui se coupent en p, puis on tire pq parallèle à am, et pg' 
parallèle à à m! : ces droites, pq et p'q\ sont les projections ^ 
d'une première asymptote. Semblablement, en menant les 
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tangentes nr^ br, et ensuite rs et r's' parallèles à an et e!n\ 
on obtient les projections de la seconde asymptote. 

S'il n'a point été question jusqu'ici de construire l'in- 
tersection des deux cônes, c'est que le procédé à suivre est 
exactement le même que dans l'épure précédente. Pour se 
faire une idée juste des différentes parties dont cette inter< 
section se compose, il faut encore mener les tangentes cdf 
et eeg à la petite base, et distinguer sur le grand cône les 
deux portions de surface correspondant aux arcs fog^ hkû 
Sur la première, on doit trouver une courbe fermée analo- 
gue à celle de l'épure VIII, et nous la négligeons ici. L'autre 
portion, qui répond à l'arc Akt, détermine, par son inter- 
section avec le petit cône, deux branches infinies séparées 
Tune de l'autre par les deux asymptotes. L'une de ces bran- 
ches est comprise sur la partie de ce cône correspondant au 
petit arc tnn, et l'autre sur celle qui répond au grand arc 
mden. Cette dernière branche est la seule dont on ait con- 
struit les projections dans l'épure. 

126. Problème X. Intersection de deux surfaces de révo- 
lution dont les axes se rencontrent. 

La question est facile quand les axes des deux surfacef^ 
sont parallèles : car alors on peut mener une suite de plans 
perpendiculaires à ces deux axes, et chacun de ces plans 
coupe les surfaces suivant des cercles dont les points d'in- 
tersection appartiennent à la courbe cherchée. II n'en et 
plus ainsi lorsque les axes ont des directions quelconques, 
parce que les plans perpendiculaires à l'un d'eux ne le se- 
raient point à l'autre. Cependant, si les axes se rencontrent, 
et c'est le cas qui est proposé, on peut encore construire 
les points de la courbe par des intersections de cercles, en 

13 
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coupant les deux surfaces données, non par des plans, mais 
par des sphères qui aient leurs centres au point de concours 
des deux axes. Il est clair en effet que chacune de ces 
sphères détermine, dans les deux surfaces, des circonfé- 
rences de cercle, et que les points communs à ces circonfé- 
rences appartiennent à l'intersection des deux surfaces. 

Pour donner aux constructions toute la simplicité pos- 
sible, je supposerai que le plan vertical est parallèle au 
plan des deux axes, et que le plan horizontal est perpen- 
dicukdre à Tun d'eux. De cette manière, les axes ont pour 
projections horizontales, l'un, un point unique a (ûg. X), 
et l'autre, une parallèle abkxy\ la projection verticale du 
premier est une perpendiculaire a'a" à xy, mais celle du 
second peut avoh' une direction quelconque, telle que a!b\ 
Quant aux deux surfaces, regardons comme données les 
projections verticales fcVi'c" et h!d!id'\ des méridiens con- 
tenus dans le plan des axes. 

Cela posé, décrivons du pomt a! un cercle quelconque 
éic"d!\ lequel coupe les projections des deux méridiens en 
c et (!\ à et d" : puis imaginons une sphère de même rayon 
ayant son centre au point de concours des deux axes. Cette 
sphère est coupée par le plan des axes suivant un cercle, 
qui a pour projection verticale le cercle c'd'c^d" ; et les points 
c' et c'\ à! et d'\ sont les projections verticales des points 
communs à ces méridiens et à la sphère. En faisant tourner 
autour de son axe le méridien de la première surface don- 
née, il est clair que les points projetés en d , c"", décrivent 
un cercle horizontal dont la projection est de", et qui est à 
la fois sur la sphère et sur la première surface. Pareillement 
la droite dd'' est la projection du cercle commun à la 
sphère et à la deuxième surface. Le point n', où les dj-oites 



LIGNES COURBES AVEC LEUBS TANGENTES. lÔS 

t'c" et ià" se rencontrent, étant dans l'intérieur du cercle 
dfUc'^i", il s'ensuit que la perpendiculaire élevée au plan 
vertical par ce point, coupe la surface de la sphère en deux 
points qui appartiennent aux deux cercles dont il s'agit, et 
qui par conséquent font partie de l'intersection des deux 
surfaces donûées. Ces points ont tous deux la même pro- 
jection Verticale n'; et, pour obtenir leurs projections 
horizontales n et n^ on fait la projection horizontale du 
parallèle correspondant à de" , puis on mène v!n perpen- 
diculaire à xy. En traçant du centre a! d'autres cercles 
dans le plan vertical, et répétant les mêmes constructions, 
on obtient autant de points qu'on veut de l'intersection 
cherchée. 

Si on veut avoir les points qui se trouvent sur un paral- 
lèle donné, par exemple sur celui qui est projeté en ée" , 
il faut décrire du point a' le cercle qui passe par les points 
e', t"^ et faire ensuite les constructions qu'on vient d'expli- 
qpier. On obtient ainsi les limites o et o^ de la projection 
horizontale. 

Gomme les méridiens projetés sur le plan vertical en Kdi* 
et Uài sont dans un même plan, il s'ensuit que les points 
h! et t' doivent appartenir à la projection verticale de l'in- 
tersection des deux surfaces. Les projections horizontales 
correspondantes A et t sont situées sur la ligne ab. 

Jusqu'ici la tangente en un point donné sur l'intersec- 
tion des deux surfaces courbes a été déterminée au moyen 
de deux plans tangents; mais on a remarqué, n"" llA,qu\lle 
l'est aussi par la condition d'être perpendiculaire au plan 
des normales menées, par le point donné, à chacune des 
deux surfaces, et que c'est principalement dans le cas des 
surfaces de révolution qu'il y a lieu d'employer cette mé- 
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tbode, à cause de la facilité avec laquelle se.constraaeDt 
les normales dans ce genre de surfaces. Et en effet, le plan 
tangent étant perpendiculaire au plan méridien qui pasae 
au point de contact, la normale doit être dans ce dernier 
plan, et dès lors elle doit être facile à connaître. 

Supposons qu'il s'agisse de trouver la tangente au point 
[n, n'\ situé sur les deux cercles projetés en c'c*" eè dtd"; et 
cherchons d'abord les deux normales. A cet effet» il faut 
observer que les normales menées à une surface de révo* 
lution, par les différents points d'un parallèle, vont toutes 
rencontrer l'axe de la surface au même point. Donc, si on 
mène aux projections verticales des deux méridiens donnés 
les normales <^'k et d'T, qui coupent les projections des 
axes en k et t^ et si on tire nk et nT, on aura les projec- 
tions verticales des deux normales cherchées. Les projer^ 
tions horizontales correspondant k k et t sont a ei /; de 
sorte qu'on aura les projections horizontales des deux nor- 
males en tirant na et ni Actuellement il faudrait con- 
struire les traces du plan qui contient ces normales, et 
ensuite mener, par les points n et n', des perpendiculaites 
à ces traces. 

Il est inutile de chercher la trace verticale : car, le plan 
des axes étant parallèle au plan vertical , cette trace est 
parallèle à kl. Au lieu de la trace horizontale, on peut 
prendre la droite qui joint les points où les normales ren- 
contrent un plan horizontal quelconque; et, afin de resserrer 
les constructions dans un espace peu étendu, on se sert de 
celui dont la trace verticale est cV. En conséquence, on 
prolonge n'k et vit jusqu'à leurs rencontres r' et «' avec cV, 
on détermine les points correspondants r et a sur les projeta 
tiens horizontales na et ni des deux normales, puis on joint rs. 



LIGNES OOUBBES AVEC «ÙBS TANGENTES. 197 

Après avoir ainsi trouvé rs et Hi\ auxquelles sont paral- 
lèles les traces du plan des normales, on abaissera sur ces 
droites les perpendiculaires ni et nY : ces perpendiculaires 
seront les projections de la tangente. 

En général, la projection de la tangente à une courbe est 
tangente à la projection de cette courbe. Cependant il y a 
exception quand la tangente est perpendiculaire au plan 
de projection : alors, ainsi qu'on Ta dit n"" 116, sa projec- 
tion se réduit à un point, et la tangente à la projection 
de la courbe ne se trouve plus déterminée. C'est ce qui 
arrive aux points projetés en ft' et t', où les plans tangents 
aux deux surfaces sont évidemment perpendiculaires au plan 
vertical. Il suit de là que si on déterminait la tangente par 
Tintersection des plans tangents, on ne pourrait pas trou- 
ver la tangente à la projection tln'i aux points h' et i. 
Cet inconvénient n'a pas lieu lorsqu'on se sert des nor- 
males, comme nous venons de le faire. 

127. Pboblème XI. lnUr$ecti<yii de deux surfaces de rèvo- 
/ulîoti dont les axes sont dans des plans différents. 

Prenons encore (fig. XI) le plan horizontal perpendicu- 
lair, à l'axe de la première surface, et le plan vertical 
parallèle aux deux axes. Les données auront la même dis- 
position que dans Tépure précédente, avec cette seule dif- 
férence que la projection horizontale de l'axe de la seconde 
surface ne passera plus au point a et aura une situation 
telle que bc parallèle à xy. 

Puisque les axes sont dans des plans différents, il n'est 
plus possible de trouver, sur les deux surfaces, des paral- 
lèles compris dans un même plan ou sur la même sphère ; 
et alors ce qu'il y a de mieux , pour trouver des points de 
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rintersectioD cherchée, c'est de coaper les dem smrfiiees 
par des plans horizontaux^ Chacun d'eux rencontre ia pre- 
mière surface suivant un cercle dont la projection horixon- 
tale est un cercle égal , facile à trouver ; niais il détermine 
dans la seconde une courbe dont il faut construire la pro- 
jection horizontale par points. Quand cette projection est 
tracée, les points où elle rencontre celle du cercle appar- 
tiennent à la projection horizontale de l'intersection des 
deux surfaces; et ensuite on obtient facilement les projec- 
tions verticales correspondantes, en remarquant qu'elles 
doivent se trouver sur la trace verticale du plan auxiliaire 
par lequel on a coupé les deux surfaces. On voit que chaque 
plan auxiliaire donne lieu à la construction d'une cooribe, 
dont le seul usage est de déterminer des points de l'inter- 
section cherchée. 

Soit d'f'\ parallèle à oe^, la trace verticale d'un de ces 
plans. Son intersection avec la première surface se projette 
verticalement sur la droite d!d'\ et horizontalement sur la 
circonférence dfnm^^ décrite du centre a avec un rayon 
égal à la moitié de d'à!'. Son intersection avec la seconde 
surface est une courbe qui a pour projection verticale la 
droite ff'\ et dont il faut avant tout construire la projec- 
tion horizontale. A cet effet, on imagine, perpendiculaire* 
ment à Taxe de cette surface, une suite de plans qui la 
coupent suivant des circonférences. 

Supposons que g'g" soit la projection verticale d'une 
telle circonférence. Le point de rencontre h! de fT *v^ 
g'g" est la projection verticale de deux points de la courbe 
auxiliaire que nous voulons connaître ; par conséquent les 
projections horizontales de ces deux points doivent se 
trouver sur la perpendiculaire h! h à xy. Faisons tourner le 
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plan de la circonférence antour de la droite projetée en h\ 
pour amener cette circonférence à être horizontale; et alors 
prqjetOQS-la sur le plan horizontal. Si on suit avec atten- 
tion les constructions, on trouve que cette projection est la 
circonférence décrite du centre k avec le rayon kl. Or les 
points projetés en h\ et dont on a parlé plus haut , n'ont 
pas dû changer ; donc leurs projections horizontales doivent 
se trouver aux rencontres h et h^ de la ligne h' h avec la 
circonférence kl. 

En menant d'autres plans perpendiculaires à &V, on dé- 
termine d'autres points de la section correspondante à ff'\ 
dans la seconde surface ; et de cette manière on arrive à la 
courbe hfh^. Cette courbe et la circonférence dmm^ sont 
donc les projections horizontales des sections faites dans les 
<lrux surfaces par un même plan auxiliaire; et de là on 
conclut que les points de rencontre m et m^ de ces deux 
lignes, appartiennent à la projection horizontale de l'inter- 
section des deux surfaces. Ces points font ensuite connaître 
les projections verticales m' et m\. 

Maintenant il faut couper les deux surfaces par d'autres 
plans horizontaux; et, en répétant pour chacun d'eux 
toutes les constructions qu'on vient d'expliquer, on obtien- 
dra autant de points qu on voudra des projections de l'in- 
tersection des'deux surfaces. C'est ainsi qu'on a construit 
les deux courbes mnum^^ nin'u'm\. 

On peut avoir besoin de connaître spécialement les points 
de l'intersection qui se trouvent sur les méridiens paral- 
lèles au plan vertical. Par exemple, supposons qu'on veuille 
avoir ceux qui sont sur le méridien de la première surface. 
On cherchera la courbe selon laquelle le plan vertical élevé 
sur ad coupe la seconde surface; et les points communs à 
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cette courbe et au méridien dont il s'agit SGtont les poinlB 
demandés. Quant à la détermination de cette courbe , elle 
ne peut offrir aucune difficulté : les indications de la figure 

■ 

doivent suffire. 

La tangente à l'intersection des deux surfaces s'obtient 
encore ici au moyen des normales, comme dans le probl. X. 
Supposons que le point de contact soit [n, n'] : on trace 
d'abord les projections verticales des parallèles de chaque 
surface , sur lesquels ce point est placé , et ensuite celles 
des normales. Au lieu de chercher les traces du plan des 
normales sur les plans de projection, ce qui eût été peu 
commode, on a déterminé les intersections de ce plan avec le 
plan horizontal et avec le plan vertical qui passent au point 
[o, o'], où la normale à la seconde surface rencontre l'axe 
de cette surface. Connaissant les projections or et oV, os et 
o's\ de ces deux intersections, on mène nt, n'i\ respective- 
ment perpendiculaires à or^ 0'$' : ces perpendiculaires sont 
les projections de la tangente. 

Sur rhélice et répicycloïde sphérique. 

128. Problème XII. Construire la projection dune héUce 
tracée sur un cylindre vertical et déterminer les tangentes à 
cette héUce qui sont parallèles à un plan dotmé. 

Un cylindre quelconque étant donné, considérons-le 
comme ayant pour base une section faite par un plan per- 
pendiculaire à ses génératrices. Si , à partir de ce plan , on 
porte, sur les génératrices, des longueurs proportionnelles 
aux arcs de la base compris entre ces génératrices et une 
origine fixe prise sur cette base, la courbe qu'on détermine 
ainsi sur le cylindre est une hélice. 
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Cette génération montre que si on développe ie cylindre 
sur un plan, la base devient une droite perpendiculaire aux 
génératrices, et Thélice, par suite, une droite oblique à ces 
génératrices. Donc toutes les tangentes à Thélice font le 
même angle avec les génératrices ; donc aussi, lorsqu'on 
effectue le développement dans un plan tangent mené au 
cylindre par un point de l'hélice, cette courbe doit se dé- 
velopper suivant sa tangente. 

Une autre propriété se présente sur-le-champ, c'est qu'en 
transportant toutes les tangentes de l'hélice parallèlement 
à elles-mêmes en un point quelconque, elles forment un 
cône droit dont l'axe est parallèle aux génératrices du 
cylindre. De là il suit que les tangentes parallèles à un plan 
donné doivent être parallèles aux droites qu'on obtient en 
coupant ce cdne par un plan parallèle au plan donné : cette 
remarque suffit pour déterminer ces tangentes. Maintenant 
la question proposée ne saurait offrir de difficulté. 

Projection de t hélice. Supposons que la base du cylindre 
soit un cercle abc (fig. XII) tracé dans un plan horizontal, 
que l'origine des arcs ou abscisses circulaires soit au point 
a et que le pas de Thélice, c'est-à-dire l'intervalle compris 
sur les génératrices entre deux epiree ou révolutions con-^ 
sécutives, soit égal à a' a''. Je divise en un même nombre 
de parties égales, en seize par exemple, la circonférence 
abca et la hauteur aV ; je fais les projections verticales des 
génératrices qui passent par les divisions de la circonfé- 
rence, et je termine ces projections aux horizontales menées 
dans le plan vertical, par les divisions correspondantes de 
a'a". La courbe dVc'a"^ qui unit tous les points ainsi dé- 
terminés, est la projection verticale de la première spire. On 
aperçoit facilement comment on aurait les spires suivantes. 
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TangefUêê. 11 reste à cbarcher les tangailes à Tliéfice 
qai sont parallèles à un plan donné o^a', dont je suppo- 
serai la trace horûsontale perpendiculaire à xy. Si elle avait 
une autre position, la solution ne serait pas plus difficile. 
Au cercle a6c, menez la tangente bd égale à l'arc ab rectifié. 
Le plan vertical élevé suivant bd est tangent au cylindre 
sur lequel l'hélice est tracée, et si on développe ce cylindre 
sur ce plan, l'hélice se développera sur une droite qui passe 
en d et qui est la tangente au point [b^b"] de l'hélice. Donc, 
si on projette d en cT sur xy, et qu'on joigne b'd', les deai 
projections de cette tangente seront bd et b'd'. 

Une parallèle menée à cette tangente par le point [0,6'] 
rencontre le plan horizontal en e ; et, si on la lait tourner 
autour de l'axe du cylindre, elle engeodre un cône dont la 
base est le cercle décrit avec oe, et dont les génératrices 
sont parallèles aux tangentes de l'hélice. Donc le plan ft'/k, 
qui passe au sommet du cône, et est parallèle au plan 
donné a'^, doit couper ce cône suivant des parallèles aux 
tangentes demandées. Ces droites sont projetées horizonta- 
lement en og^ oh. 

Gomme les tangentes à l'hélice ont leurs projections ho- 
rizontales tangentes au cercle abe^ il s'ensuit qu'en menant 
les tangentes mr et n$ , respectivement parallèles à og et 
à 0/^, ou aura les projections horizontales des tangentes 
cherchées. Les lignes mm\ et nn! déterminent les projections 
verticales m', n'des points de contact; et, en menant les 
parallèles mV et nV à ^\ on obtient les projections ver- 
ticales des tangentes. 

'Remarques. On peut mener au cercle abc une autre 
tangente parallèle à og ; mais il est facile de voir que la tan- 
gente qui lui correspond sur l'hélice a une inclinaison 
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opposée à celle de la génératrice du cône qui est projetée 
sur 009 et que par conséquent elle ne lui est point paral- 
lèle. La même raison montre qu'il faut rejeter aussi l'autre 
tangente parallèle à oh. 

Quand on élève les lignes de projection fnm\ nn\ il est 
clair qu'il faut prendre leurs intersections seulement avec 
les- portions de courbe qui répondent à la partie antérieure 
du cylindre. Mais il est clair aussi qu'on doit prendre leurs 
intersections avec chaque spire, et qu'on obtient ainsi de 
nouvelles tangentes» telles que m V. 

129« Problèmb XIIL Comtruire lafirojeelion d'une épi- 
cycUAiê sphérique , ei déterminer la tangente en un point 
quekonque de cette courbe. 

Si l'on fût rouler un cercle sur un autre qui reste fixe, 
de manière que leurs circonférences soient toujours tan- 
gentes, chaque point de la circonférence mobile décrit une 
courbe qu'on nomme épicycUnde. L'épicycloide est plane 
quand tous ses points sont dans un plan , et c'est ce qui 
a lieu si le cercle mobile reste dans le plan du cercle fixe. 
Elle est . sphérique j lorsque tous ses points sont sur une 
même sphère : c'est ce qui arrive si les deux cercles sont 
les bases de deui; cônes droits ayant sonunet commun et 
apothème commun, et si on fait rouler l'un des cônes sur 
l'autre de manière qu'il ait toujours même sommet que lui, 
et qu'il le touche suivant un de ses côtés, lequel varie à 
chaque instant. 

Dans ce cas, le cercle fixe est situé sur une sphère, àé^ 
cri te du sommet commun, et le cercle mobile reste toujours 
sur cette sphère. U est clair aussi que le plan de ce cercle 
mobile. coupe toujours le plan de la base fixe suivant une 



teiq^eote comfDUfie aux deux cercles, et que rinclîMîMii 
des deux plans demeure constante et égale à l'angle fermé 
par les axes des deux cônes. 

La tangente en un point de Tépicydoïde doit être dans 
le plan tangent à la sphère dont on vient de parler. Pour 
achever de déterminer cette tangente , je vais démontrer 
rpi'elle est aussi dans le plan tangent à une sphère qui aurait 
pour centre le point où le cercle mobile, considéré dans sa 
position actuelle, touche le cercle fixe. 

Au lieu de deux cercles, je considère deux polygones 
quelconques ABC..., A'B'G'..., roulant l'un sur l'autre : (ils 
ne sont point tracés sur la figure) ; mais, pour plus de sim- 
plicité, je suppose que tous les côtés des deux polygones 
soient égaux entre eux. D'ailleurs on peut prendre ces côtés 
en tel nombre et sous telles inclinaisons qu'on voudra. Gela 
posé, imaginons que le sommet A' coïncide avec A, et que 
le polygone ABC... étant fixe, A'B'C... tourne autour du 
point A de manière que B' vienne coïncider avec B. Alors 
faisons tourner MVG. . . autour de B de manière que C' 
vienne sur G, et ainsi de suite. 

Examinons la nature de la ligne que décrit un point quel- 
conque M du polygone mobile. Pendant la rotation qui 
s'effectue autour du sommet A, il est clair que le point M * 
reste sur une sphère décrite du point A comme centre avec 
le rayon AM; pendant la rotation autour du sommet B, il 
reste sur une sphère décrite du point B comme centre 
avec le rayon BM; et ainsi de suite. Donc la tangente 
en un point quelconque de la ligne engendrée par le point M 
doit être dans le plan tangent à une sphère, dont le centre 
est situé au sommet autour duquel s'est effectuée la rotar- 
tion qui a amené le point M dans la position actuelle* Cette 
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eonelndiim étant indépendante de la gtandettr des oètés 
des polygones doit ég:Ueiiient convenir aux cas de deax 
court)es roulant l'une sur l'autre ; c'est-à-dire que la eourbe 
mobile ^ant dans une quelconque de ses positions, si on 
désigne par H son point de contact avec la courbe fiie, et 
par N la situation correspondante du point décrivant M, la 
tangente ao point N de la courbe engendrée par le point M 
sera toujours contenue dans le plan tangent au point N de 
la sphère décrite du centre H avec le rayon HN. EnUrons 
dans le détail. 

Projection de t épicyehfide. Cette projection doit être faite 
sur le plan de la base du cône fixe. Supposons que cette 
base soit le cercle ab^a^ décrit dans un plan horizontal 
avec le rayon oa, que le point générateur de l'épicycloîde 
ait été primitivement en a, et que le contact des deux cer- 
cles soit actuellement en 6 : cherchons quelle est la posî-> 
tion oorrespondante du point- générateur. Je prends pour 
second plan de projection le plan vertical élevé sur ob. Il 
doit contenir le sommet o' commun aux deux cônes, et 
couper le cône mobile suivant un triangle isocèle o'6(/ 
qui fait partie des données du problème. Ce cône a sa base 
dans le plan qui a pour trace horizontale la tangente 6e, 
et pour trace verticale la ligne btf^ laquelle petit aussi être 
considérée comme la projection verticale de cette base* 
Faisons le rabattement 6MC de cette base sur le plan hori- 
zontal. Pour avoir, dans ce rabattement, la position M dn 
point générateur, il faut prendre l'arc 5M égal à Tare ba : 
car le point M ayant été primitivement en a, et les diffé- 
rents éléments des deux arcs 6M et 6a ayant été successif 
vement appliqués les uns sur les autres, ces deux arc&doi- 
vetit être égaux. 



tM TBOtHkME PARTIS. 

Par le rabattement M du point géoérateiir, il 6dl facile 
d'avoir sa projection verticale m', et ensuite sa projection 
horizontale m. Si on place le contact des deux cercles en 
tout autre point 6^, on imaginera un plan vertical par le 
rayon ob^^ et des constructions semblables aux précédentes 
détermineront un nouveau point n de la projection hori-- 
zontale de l'épicycloide. En continuant ainsi on trouve» avec 
autant d'exactitude qu'on voudra» la courbe amna^. 

Pour simplifier, on peut exécuter au point b toutes les 
constructions qu'on devrût faire en 6^ : c'est-à-dire qu*on 
prendra l'arc bU^ = ft^a» et qu'on trouvera la projection 
horizontale m^ comme on a trouvé le point m. Mais alors il 
faut'remettre le point m^ à sa vraie position» et c'est ce qu'on 
fera en prenant le point n dans la même situation à l'égard 
de ob^ que celle du point m^ à l'égard de ob. Or» pour cela, 
il suffit de décrire» du centre o» la circonféroice m^de» et 
de prendre l'arc en ^dm^. On voit par là qu'on peut ob- 
tenir tous les points de la projection amna^ » en se servant 
toujours du mteie plan vertical. 

Construction ds la tangente* L'épicycloïde, ainsi qu'il a 
été dit plus haut, est située sur la sphère qui a pour centre 
le sommet o\ et pour rayon l'apothème o'6 ; par consé- 
quent la tangente au point [m^m!] de cette couii>e est dans 
le plan tangent à cette sphère. On a vu aussi qu'elle doit 
être dans le plan tangent à la sphère dont le centre serait 
en A» et le rayon égal à 6M ; donc elle est l'intersection des 
deux plans tangents. 

Le cercle rabattu en 6MG appartient à la première sphère ; 
donc si on mène à ce cercle la tangente M^ elle sera te 
rabattement d'une droite située dans le plan tangent à cette 
sphère ; et par conséquent le point ^» où Vif rencontre 6c, 
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est sur la trace horizontale de ce plan. Donc cette trace est 
la perpendiculaire <tf abaissée du point f sur la projection 
om du rayon qui passe au point de contact. 

Le cercle décrit du rayon &M est le rabattement d'un 
cercle de la seconde sphère ; par conséquent si on lui mène 
la tangente Hf/ qui rencontre hc en g^ et si on abaisse ^ 
perpendiculaire & 6f», la ligne g^ sera la trace horizontale 
du plan tangent à la seconde sphère. 

Les traces af et ^ se coupant en un point r qui doit 
appartenir à l'intersection des deux plans tangents, on ti- 
rera la droite mr^ et ce sera la projection horizontale de la 
tangente à Tépicycloïde, ou, ce qui est la même choset la 
tangente à la projection amn de cette courbe. 

On obtient des vérilications en construisant les traces 
verticales des deux plans tangents. U est clair que celle du 
premier est la perpendiculaire 9.f menée sur la projection 
oW du rayon de la première sphère ; et je vais prouver 
que celle de l'autre plan est la perpendiculaire d^ éierée 
sur bd. En effet, la tangente Mg étant perpendiculaire à la 
corde 6H doit passer au point C, et par suite, en relevant 
le cercle frMG dans sa vraie position « cette tangente doit 
rencontrer le plan vertical en d : d'ailleurs, la projection 
verticale du rayon 6M tombe sur bd : et de là il sint que 
la trace verticale du plan tangent à la seconde spbère est 
la perpendiculaire d^ élevée sur bd. Cette trace doit donc 
rencontrer xy au même point que la trace horizontale ^, 
ce qui offre déjà une vérification. De plus, comme les 
traces verticales oLf^^'d^ des deux plans tangents se coupent 
en $\ la droite tn!»' doit être la projection verticale de la 
tangente à l'épicycloîde; par conséquent^ si on cherche^ au 
moyen des projections mr eiwfd^ en qu^ points cette tan- 
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gente perce les deux plans de projection, on doit retrouver 
les points r et l^ ce qui donne de nouvelles vérificatigos. 

Pour ne rien laisser à désirer dans Tépure, on y a auasi 
construit la tangente au moyen des normales (11&) » Ces 
lignes ne sont ici autre chose que les rayons des deux 
sphères, et il est évident que la trace verticale de leur plan 
se confond avec l'apothème o'6. Quant à la trace horizontale 
de ce plan, elle passe déjà au point 6; et on en obti^it un 
second en menant par le point de contact, et parallèlement 
à la trace ho\ une droite [mî, m'i]^ dont on détermine l'in- 
tersection t avec le plan horizontal. Ainsi la droite bi sera 
la trace horizontale du plan des deux rayons, et les projec- 
tions de la tangente à l'épicycloîde devront être respecti- 
vement perpendiculaires aux traces 6t et bo'. 

Remarque, Nous avons vu tout à l'heure que la trace pV 
du plan tangent à la sphère de rayon 6M est perpen- 
diculaire à l'extrémité de la droite 6c' : de là résulte une 
cônséqnehce importante que nous allons faire connaître. 
Prolongeons ^'c' jusqu'à son intersection o"" avec l'axe oo\ 
et imaginons un cdne qui aurait son sommet en ce poLat 
et pour base l'épicycloîde sphérique. Si on voulait avoir 
le plan tangent à ce cône éptcyclo'ide, selon la génératrice 
qui passe au point [m^m^ on remarquerait d'abord qu'il 
doit contenir cette génératrice, et par conséquent passer 
au point o"". On remarquerait aussi qu'il doit renfermer 
la tangente menée à l'épicycloîde en ce même point [m,m']: 
or cette tangente est dans le plan tangent à la sphère de 
rayon 6M, et c'est pour cela que le point s', où elle ren- 
contre le plan vertical, est situé sur la trace pV ; donc le 
plan tangent au cône épicycloîde passe par la droite o^c'. 

Concevons le cône épicycloîde comme invariablement at- 
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taché au cône o'abb^^ et formant corps avec lui; puis fai- 
sons tourner le système de ces deux cônes autour de Taxe 
oo'' dans le sens indiqué par la flèche tiv, et imaginons que 
le pomt b^ vienne occuper la place du point jb. Par ce mou- 
vement» le point [m^m'] quittera le plan cbe\ que nous 
supposons fixe; mais un autre point de l'épicycloïde vien- 
dra s*y placer, et il est évident que ce sera précisément 
celui qui est rabattu en M^ et projeté en m^ et m\. Si on 
voulait avoir la position que vient occuper alors le plan 
tangent au cône épicycloîde suivant la génératrice sur la- 
quelle ce point est situé, on reconnaîtrait qu'il doit encore 
passer par la droite o^c'. La même chose arrive à tous les 
plans tangents au cône épicycloîde, qui se succèdent les 
uns aux autres à mesure que les points de T épicycloîde 
viennent se placer dans le plan ebc\ Donc ces plans tan- 
gents successifs ne sont autres que les différentes positions 
d'un plan qui serait mobile autour de la droite fixe o^c^ et 
qui serait poussé par le cône épicycloîde. 

Donc encore, si Ton suppose ce plan mobile lié inva- 
riablement avec un cercle décrit dans le plan cb(f sur le 
diamètre be" = 26c', il est clair que le mouvement de ce 
plan mobile forcera ce cercle de tourner autour de Taxe o''c' 
en sens contrsdre au mouvement du cercle a66^, et que 
cette rotation se fera de telle sorte que les points des deux 
circonférences décriront, dans le même temps,' des arcs qui 
étant rectifiés auraient même longueur. Telle est la pro- 
priété que nous voulions établir, et sur laquelle se fonde la 
théorie des engrenages dits à roues d'angle. 
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QUATRIÈME PARTIR. 

EILERCIGES. 



Objet de ees exèrcidM. 

Tous les problèmes que j'ai résolus renfei'mçnt deux 
parties bien distinctes. Dans Tune on établi la suite des 
constructions qu'il faut effectuer, et par conséqueat elle 
exige une connaissance approfondie des lignes et des sur- 
faces; dans l'autre on exécute réellement les constructions, 
et le lecteur a dû reconnaître qu'elle se réduit toujours à 
appliquer un petit nombre de procédés, qui sont constam* 
ment les mêmes, mais qui sont combinés diversemeuL Ce 
sont ces procédés qui, à proprement parler, constituent la 
Géométrie desgriptiyb; et comme ils ont été mis dans le 
plus grand jour par Tordre et le choisi des exeiQples déve- 
loppés précédemment, on doit regarder dès à présent ce 
traité comme complet. Cette quatrième partie n'a d'autre 
objet que d'offrir quelques nouveaux exercices. 

Quelques questions sur la ligne «Iroite et le pUiu 

130. Proalèhjë I. Par un point donnée mener une irmU 
qui fas9e, avec les plans de projection^ des angles donnés. 

Je désignerai les angles donnés par oiet ^ et je rappelle- 
VBx qu'ils ne sont autre chose que les angles formés par la 
droite cherchée avec ses deux projections. Gela posé, pre- 
nons à volonté le point [a^à] sur le plan vertical (Problèmes, 



4* partie^jGig. I) , el, wpposon^ pour \Ln monieiit que la droite 
demwdée ipo^ip^ par ce poûtf . ^Ue form^, avec sa proj,ec- 
^n l^izpolale^t aviec aa\ pn itij^ogll^ r^tai^le qu'il eiSt 
&cUe de jrabaUr^ en yr^e grandeur «m* le pl^n vertical, 
car il suffit pour cela de faire l'angle àBa = et. 

Ia dislwc^ a'B est la vnde lçn&»\fx de rhypot^ppse de 
€0 tdangle» ^t dMs Ffsçpace çe^ttç ;ta&m§ droite fonne, Mec 
s» projectipn vertipali^^ un autre J;iriaug}e rectan^e^ dont 
qU0 eat encoc^ l'Iiypot^use .^ .doiU J'angl^ aigu adjacent 9u 
sommet a' est égal à ^; par cons^ueut jU est facile de 
cou3truire le triangle MS égal à cçt aut^e triangle- £q dé- 
Clivant l'arc B'fr' du centre a! et tirant a'b\ op ^ura lit pro- 
jection verticale de la droite cberchôe; puis^ eu élevapt p'p 
perpendiculaire à xy^ décrivimt IVc Bjb ;^vçc le ^yo.o (iB 
et joignant afr* on aura la projection horizontale de cette 
droite. Bemarquez que bV doit êti^ égal à BB'. 

JnsquMci on a supposé que le poipt donné [Ot^a'] était 
^ur le plan vertical; donnons- lui une position quelconque 
[m<^']' fÇXff résoudre la question» il s^fiira.fle mener mr» et 
jfn'n' respectiven^nt parallèles à. qfi et a'b'» 

Le triangle aBo' pouvant être construit à droite ou à 
gauche de oo', le problème a deux solutions» 

1S1« Problème II. Déterminer ^n fylan quipQf^epçir un 
point donnée et qui fa$se des angles ionnh arec les platn de 
projeetifm^ 

Je désignerai psgr a et ^ les angles du plan cherché avec 
le plan hojçizontal et avec le plan vertical. Prenons à vo- 
lonté (fig. U) le jpoint a sur le plan horizout^, et suppo- 
sons pour up Qioment que le plan aob fa^^ avec les plans 
de projection les wgles a et ^. Menez ac perpendiculaire 
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à^, et cd perpendiculaire à 06 : la droite qui dans l'espace 
joindrait les points a et d forme avec cd l'angle conna ^ 
De là on conclut que si on fait l'angle aec =:= ^, on aura 
ce=cd; donc la trace ob est tangente à l'arc ei décrit avec 
le rayon ce. 

Élevez cb perpendiculaire à xy, et imaginez une perpen- 
diculaire abaissée du point e sur le plan aob : dans l'espace 
ces deux perpendiculaires comprennent entre elles un angle 
égal à a. La seconde est située dans le plan ocd, et par 
conséquent, pour l'obtenir en vraie grandeur, il suffit de 
mener cf perpendiculaire sur ae. Alors il est évident que si 
on fait l'angle fcg = a, on doit avoir cg = cb. Le point b se 
trouve donc déterminé ; par suite la trace bo sera connue 
puisqu'elle doit être tangente à l'arc ei, et enfin la trace ao 
le sera aussi. 

Maintenant on connaît un plan qui fait avec les plans 
de projection les angles donnés a et ^. Pour en avoir un 
qui remplisse les mêmes conditions et qui en outre passe 
par un point donné [fn^tn!]^ il suffira de mener par ce point 
un plan parallèle à aob i c'est ainsi qu*on a obtenu le 
plan pgr. 

132. Problème III. Connaiisant les traces Xun plan el la 
projection horizontale de la diagonale d'un carré situé dans 
ce plan, on demande les projections du carré. 

La solution consiste à rabattre sur le plan homontal le 
plan donné, à chercher ce que devient alors la diagonale 
du carré, à construire ce carré dans le rabattement, et à 
revenir ensuite du rabattement aux projections* 

Soient (fig. III) rst le plan donné, et ab la projection 
horizontale de la diagonale du carré. Suivant ab imaginons 
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un plan vertical : sa trace horizontale sera la droite ab elle- 
même, et sa trace verticale sera une droite telle que nn' 
perpendiculaire k xy. Le point m où se conpent les traces 
horizontales des deux plans appartient à l'intersection de 
ces plans, aussi bien que le point n' où se coupent leurs 
traces verticales ; donc, en abaissant mm! perpendiculaire à 
xy et joignant m'n\ on aura la projection verticale de Tin- 
tersection des deux plans. C'est sur cette intersection que 
se trouve la diagonale dont ab est la projection horizon- 
tale; et en tirant les lignes de projection aa\ bb\ on a faci- 
lement la projection verticale a'b^ de cette diagonale. 

Faisons tourner le plan rst autour de r$ pour le rabattre, 
ainsi qu'il a été dit, sur le plan horizontal. Le point n' doit 
rester à la même distance du point «, et d'un autre côté il 
doit tomber sur nN perpendiculaire à rs; donc il se placera 
ci la rencontre N de nN avec la circonférence décrite du 
ravon jn'. Par suite, la droite qui contient la diagonale du 
carré deviendra mN, et, en menant mrrs les perpendicu- 
laires aA, 6B, on obtient cette diagonale rabattue en AB. 

Sur AB, comme diagonale, construisons donc le carré 
ABGD, remettons le plan r<N dans sa première situation, et 
cherchons en quels pohits vont alors se projeter les som- 
mets G et D. Menez Gp parallèle à sti : cette ligne doit se 
placer dans l'espace parallèlement à 5/, et alors elle se pro- 
jette horizontalement suivant pe parallèle à xy ; donc la 
projection horizontale du point G doit être surpc. Mais, d'un 
autre côté, cette projection doit aussi se trouver sur la per- 
pendiculaire Ce à f 5 ; donc elle est à la rencontre c. On 
trouve semblablement la projection horizontale d du som- 
met D ; et par suite celle du carré sera abcd. 

Les projections verticales correspondant à e et d sont 



sur I^ ligtiés de j^ojétitiôn etf et tf. P6dr àftlWttf ^ks 
détefnâner, 00 mèfië GB eC D(F pàrarUèleâiaolt kt$,(m pMè 
les distancés sE et âF stif ifl ê!fl s/ et if , K^uié M tM left 
droites édfeifaf pâar&llèlèë à ^. Ahidl s'cAtiéM h pro- 
jection tetlknle aWd" du «Arré. 

Hémâf ftié. ffi on prolonge la Hgne DA et 9k t>rdjécâo& 
da, elles detront donper te tfaoe ri au même poiùt. U 
mêiiie térifiCfttion h tieti pôut les totfes côtés du càrfê m 
pouf t« diagonale CD. 

133. PfiOiiAiiE IV. Contêaissant lê$ pr<^ê(Aton$ de$ 4tnk$ 
d^un angle trUdre, construire lee traces d'un plan qui coupe 
ces arêM à des diêiancm dimaèee^ à partir du iommeU 

Les plans verticaui qui contiennent les trois arêtes de 
l'angle trièdre se ccnipent suivant une verticale : imaginons 
que ces plans tournent autour de cette ligne pour devenir 
parallèles au plan vertical de projection, et alors projetons 
les arêtes sur ce plan. Dans cette situation, les distances 
comprises sur ces arènes, entre le sommet et le plan de- 
mandé, se projetteront verticalement selon leurs vraies 
longueurs, et comme ces longueurs sont dranées, il sen 
facile d'avoir leurs projections actuelles. On cherobera ce 
qu'elles deviennent quand on rétablit les arêtes dans leur 
premièare position ; on connattra ainsi les projections de trois 
points par lesquels doit passer le plan demandé, ce qni 
suffit pour résoudre le problème (36). 

Soient (figr IV) ab et a!b\ ae et aV, ad et dd'i les pfo* 
jections des trois arêtes sur lesquelles le plan cbnrclié doit 
intercepter des distances connues a , p, f* Gonsidérons la 
première, et faisons tourner, ainii qu'il vient d'être dit, 

plan vertical dans lequel elle est êituée. A cet effet, on 



dierche le piûnt 6 «è elle perce le plan horizontal, on porte 
ofr en aifi parattèleinent à o^y , on projette le point m en m' 
sv â7y, et de cette manière on trouve qu'après son dépla- 
cement l'arête [abyCtV] a pour projections am, c[m\ AIors« 
sur a'iti', on prend o'p*'=it, pois on mène p'y parallèle à â:y', 
et Qo abaisse la ligne de projection p'p qui rencontre ah en 
p : les projections du point où la première arête est coupée 
par le plan demandé seront p et p'. On détettnine sembla* 
blement, sur les deax autres arêtes, les points [9, q'] et 
[f» /]; on tire les droites fpî,pV] et [qr, gV] dont on 
conMmit les traces; et enfin, au moyen dé ces traces, on 
trouve celles du plan demandé, lequel est «(ti. 

Sphèrd elreonsorlte. — Sphère inscrite. 

13A. PkobUiis V. CtroofuenVe une $phèr% à une fyrn* 
mille triangulaire. > 

La question se réduit à construire le centre et le rayon 
de la sphère. Or^ ce centre devant être à égales distances 
des quatre sommets, il s'ensuit qu'il est contenu dans les 
plans perpendiculaires aux milienx des arêtes: (/nifod. 16); 
dès lors il est clair que pour le déterminer il suffit d'élever 
des plans perpendiculaires aux milieux des trois arêtes. 
Cependant U ne faudrait point prendre ces arêtas dans une 
même face; car alors les trois plans perpendiculaires se 
couperaient suivant une droite, et non en un point unique. 
En effet, chaque point de l'intersection de deux de ces plans 
serait paiement éloigné des extrémités des trois arêtes, et 
par conséquent cette intersection serait tout entière com- 
prise dans le troisième plan perpendiculaire (Inirod. 16) . 
Les constructions qu'il faut faire en i^énéral, pour résoudre 
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le problème^ sont dès à présent fisses indiquées ^ nisâs, 
quand on pant choisir à volonté les plans de projection, 
il existe une solution fort simple qu'on va développer. 

On prend pour plan horizontal celui des trois sommets 
a, 6, e (fig. V-1). Soit d la projection, sur ce plan, du 
quatrième sommet : on joint bd et on prend la ligne de terre 
xy parallèle à M; c'est-à-dire que le plan vertical s»^ 
parallèle à l'arête dont bd est la projection horizontale. Il 
est d'ailleurs évident que les projections verticsdes des som- 
mets a, 6, c, seront sur xy en des points tels que a', 6^, d^ 
et que celle du quatrième sommet sera donnée en quelque 
point S de la droite dd' perpendiculaire à xy. 

Gela posé, menons d'abord, dans le plan horizontal, des 
perpendiculaires aux milieux des côtés du triangle abc : 
on sait qu'elles doivent se couper au même point o. Ensuite 
concevons trois plans verticaux élevés suivant ces perpen- 
diculaires : ils seront eux-mêmes perpendiculaires aux cô- 
tés du triangle, et auront pour intersection commune la 
verticale qui se projette au point o. Gomme cette intersec- 
tion contient le centre de la sphère]circonscrite, on est déjà 
certain que la projection horizontale de ce centre est en o, 
et que la projection verticale est sur la droite omo' perpen- 
diculaire à xy. Dans le plan vertical élevons fg' perpendi- 
culaire au milieu de 6'(f , et suivant fg' imaginons un plan 
perpendiculaire au plan vertical. Puisque xy est parallèle 
à M, il est clair que ce plan doit être perpendiculaire au 
milieu de l'arête [bd, b'd[] et que par conséquent il contient 
le centre cherché. Donc, la projection verticale de ce centre 
est sur f^g'; donc elle est à la rencontre o' de f^ avec oo'. 
Ainsi, on cx>nnalt les projections o^o' du centre delà sphère. 

Si on tire oa^ oa\ ce seront les projections du rayon; et 
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en prenant mp:=oaf l'hypoténuse o'pen sera la vraie gnm» 
deur. Sur la figure on a tracé, des centres o et o\avec un 
rayon égal à o'p, deux cercles qu'on' peut regarder comme 
les projections des grands cercles de la sphère parallèles 
aux plans de projection. C'est dans l'intérieur de ces deux 
cercles que sont comprimes les projections de tous les points 
de la sphère. 

Remarquées Si la ligne de terre xy était prise d'une ma- 
nière quelconque dans le plan du triangle a6c, la perpen- 
diculaire a» milieu de b'd' ne contiendrait plus la projection 
verticale du centre. Alors la solution du problème s'achève 
élégamment comme il suit (fig. V-2) : On décrit un cercle 
pur les trois sommets a, 6, r, et on remarque que ce cercle 
doit appartenir à la sphère. Par le point d on mène la corde 
fe parallèle à xy^ et par cette corde on imagine un plan 
vertical. Ce plan contient le quatrième sonmiet, et coupe 
la sphère suivant un cercle qui se projette en vraie gran- 
deur sur le plan vertical, Or, cette projection doit passer 
par le point <f et par les projections f et e' des points feie; 
on décrit donc un cercle par ces trois points, ou plutôt on 
détermine son centre o' : les points o et o' seront les pro- 
jex^tions dn rentre de la sphère, et le problème n'a plus de 
difficulté. 

1 35. Pboblèiie VL Inscrire une iphère dans une pyra- 
mide triangulaire. 

Pour qu'une sphère soit inscrite à un polyèdre , il faut 
qu'elle soit tangente à toutes les faces ; donc son centre 
doit être à égales distances de ces faces. Or, quand un plan 
divise en deux parties égales l'angle de deux autres plans, 
on a fait voir ( Introd. A6 ) que chaque point pris dans le 
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pvenier plan est égalœieDt distant des deux antres, et que 
tout pdnt pris a» dehcNrs est mégalensont distant de ces 
denÛ9rs; àooc ie centre de la achète inscrite dans une py* 
ramide triai^Iaire doit se trouver sur ks plans qui divi- 
sent par moitié les angks dièdres de cette pyramide. Msîs 
tous ces plans se coupent-ils an même point? Bt d'nn astre 
côté , comme trois plans suffisent pour déterminer la posi* 
tion d'un pmnt, pourra- tnon prendre indistinctement trois 
quelconques des plans qui divisent par moitiés les six an» 
gles dièdres de la pyramide? 

Pour répondrei à ces questions, je suppose qu'on ait 
mraé les trois plans qui divisent en parties égales les 
angles formés suivant les arêtes aboutissant au sonmiet 
d'un angle solide. Les deux premiers plans se coupèrent 
suivant une droite qui, d'après le théortene qu'on vient 
de rappeler, aura chacun de ses points à égales distances 
des trois faces de l'angle solide; donc, d'après le même 
théorème, cette droite sera contenue aussi dans le troisième 
plan. Maintenant je conûdère l'angle dièdre formé suivant 
une nouvelle arête : le plan qui le divise par moitiés 
rencontre cette même droite en un point qui est égale** 
ment distant des trois premières faces et de la quatrième; 
par conséquent ce point doit appartenir aussi aux plans 
qui divisent par moitiés les angles dièdres formés suivant 
les deux arêtes restantes. Il suit de là que les plans, qui 
divisent les six angles dièdres d'une pyramide triangulaire, 
se rencontrent en un même point, et que, pour déterminer 
ce point qui est le centre de la sphère inscrite , il faut 
parmi ces plans en choisir trois qui ne passent pas aa 
même sommet* 

Les constructions à effectuer, pour résoudre d'une ma- 



tàèw^tfÊénàiB le pfdbtfeme pPopdBé, n'oirt pas d'Mife AA^ 
^hé que lear tongueur. Afin de les simplifier» je prendrai 
to plan ffone face pour plan horizontal. SoH ABC cette face 
(fig. Tl), et soient d et (f les projections do qnatriàme 
aoiiiiaet D. Les projections verticales des points A, B, G, 
sont snr la ligne de terre en A\ B', G'. Gela posé, imagi^ 
nons que trois plans divisent en parties égales les angles 
dièdres formés avec la h9M ABG : ces plans composeront 
avec cette base une pyramide triangalaire dont le s(»nmet 
sera le centre cherché* Je nommerai ce sommet 0; les 
trois faces de cette nouvelle pyramide seront désignées 
par OABf OAG, OBG ; et leurs intersections mutuelles , par 
OA , OB, OG. Le point sera déterminé quand on connaîtra 
les projeodons de ces lignes; et, pour les trouver, je ferd 
dans la pyramide OABG une section hotizontale dont je vais 
chercher les projections. 

A cet effet, supposons qu'on ait tnené, par le sommet D 
de la pyramide donnée , des plans verticaux perpendicu- 
laires aux côtés de la base ABG , et considérons en parti* 
culier le plan Dd« perpendiculaire à AB. Il coupe les plans 
ABG et DAB suivant des droites d^ , De , perpendiculaires 
à AB, et dont 1* angle mesure l'inclinaison de^s plans; 
de sorte que si on conçoit une droite qui divise cet angle 
en deux parties égales , et à laquelle je donnerai le nom 
de blisieiriee^ elle devra appartenir au plan OAB. Faisons 
tourner le plan Dde autour de la verticale Dd , et ame- 
non&'le àêtre parallèle au plan vertical de projection. Alors 
la ligne iê va se projeter, suivant la ligne de terre , sur ké 
égale à déi Thypoténuse De, sur d'e'; et la bissectrice sur 
la droite éf qui partage l'angle dVfc en deux parties égales. 

Maintenant je mène une parallèle quelconque a/y' à wy. 
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et je la prends pour trace d'un plan horizontal par lequel 
je coupe la pyramide OÂBG. Ce plan rencontre la face OÂB 
suivant une droite qui est parallèle à AB, et dont la pro- 
jection horizontale sera connue quand j'aurai celle du point 
où il rencontre la bissectrice. Or, si du point g', où a! y' 
coupe éf^ on abaisse la verticale g'^\ et si on conçoit le 
triangle ôlke' rétabli dans sa première situation, il est 
évident que g^ se placera en un point qui sera Tintersec- 
tion du plan horizontal ait/ avec la bissectrice, et g" en un 
point qui sera la projection horizontale de cette inter- 
section ; donc , en prenant eg = 4g\ le point g sera cette 
projection horizontale ; et , en menant par le point g une 
paraUèle mn à AB, on aura la projection horizontale de 
la section faite dans le plan OAB par le plan horizontal o/y^. 
On construira pareillement les projections mp et lip des 
sections faites, par le même plan x'y' dans les deux autres 
faces de la pyramide OABG. 

De cette manière on connaîtra trois points m^n^f^ par 
lesquels doivent respectivement passer les projections des 
arêtes OA , OB , OG : et comme ces projections passent 
aux points A, B, G, elles doivent être dirigées suivant les 
di'oites mA, nB, pG. Ges droites doivent se couper en 
un point o, qui est la projection horizontale du centre de 
la sphère inscrite, Sur ia ligne xy prenons les projections 
verticales m', n', 7/, correspondant à m, n, p, et tirons 
les droites m'A', n'B , p'G' : ces lignes seront les projections 
verticales des mêmes arêtes OA , OB , OG , et devront par 
conséquent se couper en un point 0', qui est la projection 
verticale du centre. On voit que la droite 00' doit être per- 
pendiculaire à offg. 

Le rayon de la sphère est facile à déterminer. En efiet, 



EXlïEGIQES. 221 

{>oiâque le plan horizontal contient une face de la pyramide, 
ce rayon est égal à la hauteur du centre au-dessus du plan 
horizontal : or, cette hauteur est donnée dans le plan ver- 
tical par la perpendiculaire o'r abaissée sur xy. 

Remarque. Il peut se faire qu'on ait besoin de connaître 
les points de contact des faces de la pyramide avec la 
sphère* D'abord, il est clair que le point o est le point de 
contact de la face horizontale ÂBC. Pour avoir les trois 
autres, on cherchera les pieds des perpendiculaires abais- 
sées du centre sur les faces DAB, DAG, DBG. Par exemple, 
poiu* avoir celui de la Tace DAB le mieux sera de mener 
par le point un plan perpendiculaire à AB. Ge plan cou- 
pera la face DAB suivant une droite qu'on rabattra sur le 
plan vertical, comme le montre la figure, et qui alors sera 
parallèle à ^d' ; on abaissera du point o' une perpendicu- 
laire sur cette parallèle; puis, ramenant les choses à leur 
véritable situation, on cherchera ce que devient le pied de 
la perpendiculaire : ce sera le point de contact de la sphère 
avec la face DAB. 

* Intersections de polyèdres. 

136. Deux polyèdres étant définis par les projections de 
leurs arêtes, on peut se proposer de déterminer leur com- 
mune intersection. Gette intersection est évidemment un 
polygone, ouvert ou fermé, dont les côtés ne sont généra- 
lement point dans un même plan. Si les polyèdres ont des 
faces un peu nombreuses, l'opération peut être d'une exécu- 
tion pénible et minutieuse ; mais théoriquement elle n'offre 
aucune difficulté. Les polyèdres se composant de faces et 
d'arêtes , on n'a , en réalité , qu'à chercher des interseo^ 
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tions de g]$m0t de droites. Dans la f^raiiq»^ pn reomiM, 
avivant les cas^ à qwelqu'ao dea procédés wvaQta^ Oo 
(lourra déterminer auccesaivement les iitferaectioiis d^ <ka- 
cune des faces d'ua dos polyèdrea aveoiealafQadiaA'wU^ 
polyMi^ Quelquefois on préférera déterminer JLea pojiiilpite 
rencoptre des arêtes du premier polyèdre «?ec les fac(s d« 
seconds ou réciproquement. Souineut il sera plus commode 
de couper les deux aatides par une séné de pbwiHui- 
liaif^. assujettis à i^ertûnae conditUma de ^ncoura en 
de paraUéliame et donnant ainsi cjiâcun dans.obaqw ^eoUde 
une section facile à construire : les points communs des 
deuY sections appurtiendronj; évidemment aux deux polyë- 
dreS;, et feront partie de Tintersection cbercbée. 

i/os épures relative aux intersections de po)yèdi;ea n'opt 
à beaucoup près ni l'élégance ni l'intérêt de ceUea 91e 
nous ont offertes les intersections de surfaces courbes* Vous 
noua contenterons d'en donner deux exemplop^ pour indi- 
<pier la marche à suivre. 

137. Problème VIL Intersection d'un polyèdre par un 
plan. 

Soient (fig. Vil) Sabcde, S'a'ftVdV les projections d'une 
pyraaûde pentagonale dont les faces put été prokiBgéos jus- 
qu'à leur rencontre avec le plan borixontal, et pv{]jposons- 
nous de la couper par un plan quelconque o^'. Nouaober- 
obérons successivement les intersections de 0^' nvec ,Ies 
cinq faces de la pyramide. Si, coounençaut par la face Sa^« 
on prolonge la trace horizontale ab de cette face jusqu'à la 
timce o^ du plan , le point ^ commun à ces deux trapes, 
aéra évidemment uu point.de l'iateraectiou de la feu^eist du 
1^. Pour en avoir un second, on pourrait cben^h^r la 



mm teminJô ée Vintersection fie cette même hce et de 
ee mfime plan (19) « Mais U est préférable d'employer un 
plaoD «iziiûdve èariaontal qui 'Cdupe o^' suivant rborv- 
ttntale yzf ^d (yxeat parallèle à a^), et la pyi^amlâesuiyant 
le pentagone yhL ». semblable à la base abde. La droite 
yx rencoBtie œ pentagone en deux peints k et I, qui appar- 
tiennent à l'intersection de la pyramide et du plan a^\ 
menons fUM.^ «1 la portion de <br«ite JH eera la projection 
horizontale de l'intersection du plan donné et de la face 
Soi; nacnonsliN, et JN sera l'intersection d« même plan 
avec 8ae. Remarquons que le point o, où ea prolongé ren- 
contrea§yappartieDit4Mnsi4cette dernière intersection et que 
les points o, J, l deivent, par suite, être en ligne droite. Pour 
coonattre les antres côtés de Tintersection de la pyramide 
iMBons un second plan auxiliaire borizoHtal qoi ccmpe oc^' 
solvant l'horisontale y^s^, y't^i* (Vj^i ^^ parallèle à (X|3], 
et ia pyramide suivant le pentagone pqr$... semblable à 
abede : les points p et i<r& l'horizontale y^ z^ Tencontre le 
pentagone appartiendront au plan a^a' €1; à la pyramide. 
Menons MpTvNiU, joignons TD, et le pœtagone ÏRTDN 
scva l'intersootion oomwme du plan ^ de la pyramide 
donnés. Bemarquons que les points t> et to donnent des 
vérifications analogues à oeUe qu*'a fournie le point 0. 

fin reportant sur les pr^ijections verticales des arêtes 
j'a\ ^l\ s'c\ i'if , âV les sommets I, M, T, U, N, on aura 
en J'MTU'N' la projection verticale de l'intersection de la 
pyrasnide et du plâm. 

Nous avons -rabattu sur répiH*e, autour de a|3, la section 
aile par le plan o^' dans la pyramide. Ge rabattement 
donne, en vraie <giande«^ lefe«tagone<rhvtersection tjpiTuv. 
ia ligne mpi, peipendioulsûve ^à a^ ^est égale ià fitypcrtë- 
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nuse MW du triangle rectangle doat les c(Ms sqêh WW et 
M''m'=Mm : (on n'a point conservé la construction ^ur l'épun 
pour les autres sommets t, t, u, v) • La hauteur de la pyramide 
perce le pentagone en H» point facile à déterminer, piiisqii'8 
est riutersection de la verticale projetée en S, avec le plan 
o^' (20. Cas particulier)* La figure porte la constmclîoE. 

138. PaoBiÈME VIIL Intersection é^un prisme et d'usu 
pyramide» 

Soient (fig. VIII) abc et def les bases d'un prisme et 
d'une pyramide triangulaires. Pour obtenir l'intersection 
commune des deux solides, deux méthodes se présentent. 
Nous pouvons (137) les couper par une série de plans hori- 
zontaux. Chaque plan fournira deux triangles dont les points 
communs appartiendront à l'intersection cherchée. Noos 
pouvons encore conduire les plans auxiliaires par une droite 
menée du sommet de la pyramide parallèlement aux arties 
[aa, a'a'], [6^, 6'^']«..* du prisme. Ces plans seront toi» 
parallèles aux arèlips du prisme et le rencontreront, en con- 
séquence, suivant une ou deux droites parallèles dies- 
mêmes à ces arêtes ; ils détermineront dans la pyramide 
une ou deux doites passant à son sommet [S, S']. Les pcHnts 
. de rencontre de ces deux systèmes de sections reclilignes 
seront autant de points de l'intersection des deux polyè* 
dres. Le second procédé offire des constructions plus faciles, 
et c'est celui que nous adopterons. 

Soit [Sy^S's^'] la parallèle aux arêtes du prisme menée 
par le sommet [S, S'] de la pyramide, et g la trace horizon- 
tale de cette droite ; toute ligne passant dans le plan hori- 
zontal par le point g sera la trace horizontale d'un plan 
contenant [Sg, S^]. Nous ferons tourner cette dernière trace 



eus le sens de la flftcbe tracée autour âii point g^ de 
manière que le plan rencontre successivement, ou un 
mminet' de la base du prisme, on un sommet de la base de 
kl pyramide» Dans le (Nremier cas, il donnera une arèle du 
prisme et deux droites concourant en [S, S'] sur la pyramide; 
dans le second cas, une arête de la pyramide et deux 
droites parallèles sur le prisme. Le plan auxiliaire gd étant 
exk dehors du prisme et ne pouvant, par suite, être d'au- 
cune utilité, nous passons au plan gb qui donne sur le 
prisme l'arête [6^, V^*] et sur la pyramide deux droites con- 
courantes, projetées verticalement en h!S' et h\S\ Les points 
projetés verticalement en H' et H^ appartiennent : le pre- 
mier, au polygone d'entrée du prisme dans la pyramide ; 
le second, au polygone de sortie. L'on en déduit par le 
procédé connu les projections horizontales H et H^, qui doi- 
vent être toutes deux sur b^ : (elles seraient aussi sur Sft 
et 'Sh^). Du plan 96, nous passons au plan ge, qui donne 
sur la pyramide l'arête [S^, S'e'] et sur le prisme deux droites 
parall^es, projetées verticalement en iV et i!J\. Les points 
projetés verticalement en V et l\ appartiennent tous les 
deux au polygone de sortie. Us se projettent horizontale- 
menten I et I^ sur Se, et nous pouvons, dès à présent, join- 
dre sur le plan horizontal H J et H^I^* Du plan ge^ nous pas- 
sons au plan 9a, qui donne sur le prisme l'arête [aa, a'a'], 
et sur la pyramide deux droites concourantes, projetées 
verticalement en fc'S' et fc'^S' . Les points projetés verticalement 
en K' et K\ appartiennent : le premier, au polygone d'en- 
trée ; le second, au polygone de sortie. Ils se projettent 
horixontalement en Ket K/, et nous pouvons joindre, sur le 
plan vertical HT et rK\, sur le plan horizontal HK et IK^. 
Bofiii, du plan ga nous passons au plan gc, qui donne sur le 



226 QUATAIÈIIR PARTIE. 

prisme l'arête [oy* H] et sar la pyramide deux dreitœ 
courantes, projetées vertiGalement en t^ el X^. Les 
projetés verticalement en L' et L\ appartiennent : le pre- 
mier « au polygone d'entrée; le seoond, an polygone de 
sortie ; ils se projettent horizontalement en L ei L^,. Au 
delà de gt^ nous ne trouvons plus aucun plan aoxifiaire 
utile^ et les polygones d'entrée et de sortie se trouvent €b 
effet fermés au moyen des points [U L'] et [L^, U J. Le pre- 
mier est le triangle HKL, H'K'L' et le second le peotagooe 
gauche H,I K,L,1,, H\r K.L',!,. Il y a ftniWatim èa 
prisme dans la pyramide (123» AamarfiM). 

Int«rwction8 d'une droite avec un cône ou un cylindre, avec une apJière, 

arec une surface gauche de révolution. 

139. ProbiJUis IX. ConUruire les mier$eetiùn$ é^m^u 
droite avec un etne ou mee un cendre. 

Supposons que la surfiftce suit un cylindre. Par la droite 
donnée, parallèlement aux génératrices du cylindre» ima- 
ginez un plan : il coupera la surface suivant des généra- 
trices ; il est évident que les points où ces génératrices ren- 
contrent la droite donnée sont les intersections demandées. 
Si au lieu d'un cylindre on avait ua cône, on ferait passer 
un plan par la droite et par le sommet : du reste, les 
c(Mistructions seraient lès mêmes. 

Le cas du cylindre est celui qui est développé fig. IX. Le 
cylindre a pour trace horizontale la circonférence abed% il 
est projeté horizontalement entre les limites ae et cf, et 
verticalement entre Vg' et d'h' ; enfin les projections de la 
droite doimée sont ik et %V. Par un point quelconque ^,i'] 
de la droite donnée, on a mené ime droite parallèle aux 
génératrices du cylindre, et on a constnut la trace horizon- 



taie il du plan déterminé par ces deux lignes. Cette trace 
coupe la circonférence abed en m et n ; par conséquent le 
plan doit couper le cylindre suivant deux génératrices 
[ffip, mY] et [tif , n'q']» Les projections mp, nq, sont rencon- 
trées par tk en r et â ; m'p\ Wq\ sont rencontrées par t'A' en 
r' et / : donc les points [r,/] et [$^i'] sont les intersectionâ 
du cylindre avec la droite donnée, 

lAO. Probkëiie X. DéUrminer les points dFi$Uenêeiian 
«TufM sphère et d'une droite données. 

Par la droite faisons passer un plan, et, pour plus de 
simplicité, prenons-le vertical. Il coupe la sphère suivant 
une circonférence dont les intersections avec la droite sont 
précisément celles qu'il faut déterminer : or, c'est à quoi 
l'on parvient aisément en amenant le plan de cette circon« 
férence à être parallèle au plan vertical de projection. 

Soient (fig. X) o^o' les projections du centre de la sphère, 
et afr, a'b\ celles de la droite. La section dé la sphère, par 
le plan vertical qui contient cette droite, est un cercle dont 
le diamètre est donné immédiatement sur le plan horizon* 
tal ; car il est égal à la corde cd. Pour que le plan de ce 
cercle devienne parallèle au plan vertical de projection, 
faisons^le tourner autour du centre o de façon que la corde 
cd vienne se placer en ef parallèlement à xy; alors le 
cercle se projette en vraie grandeur, sur le plan vertical, 
suivant un cercle dont le diamètre ^f est égal à ^^ ou à 
éd. Si l'on considère deux points particnKers [a, a'], [6,6'] 
de la droite donnée, il est facile de trouver qu'ils viennent, 
après la rotation, occuper les positions [9,9'], [hyh']^ et que 
par suite la projection verticale de la droite devient ^ft'. 

Les points d'intersection de la droite et dn cercle sont 
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actuelldinent projetés, Tun eo w! et m, rauU-e eo n' etn. 
Par conséquent il n'y a plus qu'à chercher ce que devien- 
nent ces projections, quand on rétablit, par une rotation 
rétrograde, le cercle et la droite dans leur première âtua- 
tion. A cet effet, on décrit, du centre o, les arcs mr et us 
qui rencontrent a6 en r et s ; puis on mène les lignes de 
projection rr' et m' qui coupent dV en r' et s' : les points 
[r, f '] et [«, i'] sont les deux intersections demandées. 

lAl. PROBLfeiUE XI. DèUrminer les points dinUrsectim 
d'une droite avec une surface gauche de révolution. 

Imaginons que la droite tourne autour de Taxe de la 
surface, et qu'elle engendre ainsi une seconde sur&ce 
gauche. Les intersections des deux surfaces seront des 
circonférences qui devront contenir les points cherchés; 
par conséquent il sufBt de déterminer ces circonférencs. 
Le scolie III du n* 69 rend cette détermination facile. 

Nous adopterons (fig. XI) la même disposition dont nous 
avons déjà fait usage plusieurs fois : c'est-à-dire que nous 
prendrons le plan horizontal perpendiculaire à l'axe de la 
surface donnée, et la génératrice de cette surface parallëie 
au plan vertical. Soient a la projection horizontale de l'axe, 
a'a'' sa projection verticale, 6c et b'c' les projections de la 
génératrice, et ad It rayon du collier. Soient ef et e'f les 
projections de la droite donnée : menez ag perpendiculaire 
à ef, élevez la ligne de projection gg' et tirez l'horizontale 9 V. 
Il est évident que ag et o'g' sont les projections de la plus 
courte distance de Taxe à la droite donnée \ de sorte que ai 
on fait tourner cette droite autour de l'axe, la surface 
gauche qu'elle engendre a pour collier un cercle liorizontal 
décrit de [a^o'] avec le rayon ag. 



Je ferai ad = R et agr = R' : je supposerai R' > R , et 
je construirai à part, au moyen d'un triangle rectangle, 
une longueur R" = y R'* — R*. Cela posé , au lieu de la 
première surface gauche, je considère son cône asymptote, 
lequel a pour sommet [a, a'], et pour génératrice [aA, aV] 
parallèle à [6c, Vc']; et au lieu de la seconde surface 
gauche, j'en considère une autre, décrite autour du même 
axe, laquelle a encore son centre au point [a,o'], dont la 
génératrice est parallèle à [ef^ éf\ et dont le collier a 
pour rayon ai = R". D'après le scolie qu'on vient de rap- 
peler, les plans horizontaux qui contiennent les intersections 
de cette dernière surface avec le cône sont les mêmes que 
ceux des cercles d'intersection des deux premières surfaces. 

Pour déterminer ces plans, je chercherai les intersections 
du cône avec la génératrice de la dernière surface gauche. 
D'abord j*élève la ligne de projection %x\ que je termine à 
l'horizontale o'g\ je mène les lignes t'A, i!ti\ respectivement 
parallèles à ef^ éf : elles seront les projections de la gêné- 
latrice dont il s'agit. Par le sommet du cône , je mène la 
ligne [al, aT] parallèle à cette génératrice, et je construis 
la trace horizontale, Ik^ du plan qui passe par ces deux 
lignes. La base du cône (c'est le cercle décrit avec afc) est 
rencontrée par cette trace en m et n : par suite , les inter^ 
sections du cône et du plan sont les droites projetées sui- 
vant am et an; et comme ces droites coupent ik en p et q, 
on conclut que ces points sont les projections horizontales 
des intersections du cône avec la génératrice de la surface 
gauche , puis on en déduit les projections verticales p' et 9'. 

La suite des constructions n'offre plus aucune diflSculté. 
En menant pV et 9V parallèles à xy, on aura les traces 
verticales des plans horizontaux qui renieraient les cercles 



d'inlersection du cône a?ec la dermëre sirface gMche. Or, 
nous ayons dit que ces plans sont les mteoes que ceux qiri 
contiennent les cercles communs anx deux premières sor* 
faces gauches; donc à plus forte raison contiennent-ils les 
intersections de la droite donnée avec la surface proposée ; 
donc les points r^ et «', où $'f' est coupée par les bori«NiUles 
pV et fV, sont les projections verticales de ces intersec- 
tions. En abaissant des perpendiculaires à xf^ on trouve 
sur ef les projections horizontales correspondantes r et s» 

Questions sur les contacts. — Problèmes dépendant des intersections 

de snrfiEices courbes. 

1A2. PaouLfeME XIL Êtani données une draUe et wm 
sphère , ainsi qu'un cercle de cette sphère^ on propou de 
mener par la droite un plan qui coupe la sphère suioaml un 
cercle tangent au cercle donné. 

Pour que deux cercles , situés dans des plans quelcoB<* 
ques, soient tangents l'un à l'autre , il faut qu'ils aient un 
point commun , et même tangente en ce point. Cette tan- 
gente devant se trouver dans le plan de chaque cercle, elle 
n'est autre que Tintersection des deux plans-, donc on aura 
un point de cette tangente en prolongeant la droite donnée 
jusqu'à sa rencontre avec le plan du cercle donné. Alors il 
est évident que , pour résoudre le problème , il suffit de 
mener par ce point deux tangentes à ce dernier cercle, et de 
faire passer par la droite donnée deux plans dont chacun 
contienne une de ces tangentes. 

On voit ainsi que le problème a en général deux solutions. 
Il n'en a plus qu'une quand la droite donnée va rencontrer 
la circonférence du cercle donné, et il est impossible quand 
elle passe dans l'intérieur de ce cercle. Si la droite est 
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pM^allible aa plan du cerde, oo mènera les deux tangentes 
parallèlement à cette droite (ce qui est ici toujours possible) , 
et les constmctioiis s'achèveront comme plus haut. 

Pranons (fig. XII) le plan du cercle donné pour plan 
borixontal. Supposons qu'alors o et o' soient les projections 
du centre de la sphère , et , dans le plan vertical , du point 
o' avec le rayon de la spl^ère^ décrivons un cercle. La par* 
lie a!b' de la ligne de terre comprise dans ce cercle sera 
la projection verticale du c^cle donné, et on aura sa pro- 
jection horizontale en traçant un cercle , du centre o , sur 
le diamètre ah égal à a%\ 

Soient cd^ c'dl^ les projections de la droite donnée , la- 
quelle a pour traces les points e et dl. Les traces horizon- 
tales des plans chotdiés doivent passer en c, et d'après ce 
qui a été expliqué, on les obtient en menant les tangentes 
031, c^, au cercle ùa. Quant aux traces verticales, elles doi- 
vent passer au point d' i ce sont les droites ad' et ^'. 

Il est également facile de déterminer les centres et les 
diamètres des cercles tangents au cercle oa^ suivant les- 
quels la sphère est coupée par les plans cod' et c^'. Je me 
bornerai à construire les diamètres. Cherchons celui qui es 
dans le plan eod'. Sur la ligne oe, perpendiculaire à ca, 
imaginons un plan vertical : ce plan passera par le centre 
de la sphère et sera perpendiculaire au plan couf ; donc il 
contiendra le rayon abaissé du centre de la sphère perpen- 
diculairement au plan cad', et par conséquent il coupera 
ce plan suivant une droite dont la partie comprise dans la 
sphère sera le diamètre cherché. 

Pour l'obtenir en vraie grandeur, je fais tourner le plan 
vertical élevé sur oe de manière que oe se place eo oa pa- 
rallèlement à xy. Alors le grand cercle de la sphère situé 



28S QUànitUfE PARTIE. 

dans ce plan se projett^^ verticalement sur le cerde Vdm\ 
La droite d'intersection dont il s'agit passe au points; et 
de plus, comme le plan cauf contient la ligne domiée [ed, c'd^t 
il s'ensuit que le point [f^f], où cette ligne est rencoDCrte 
par le plan vertical élevé sur o«, est un autre point de la 
même intersection. Après la rotation, le point e se projette 
verticalement en a\ le point [f^f^ en h'. Par suite cette in- 
tersection vient se projeter suivant a'h' ; c'est la portion 
aW, comprise dans le cercle, qui est le diamètre cherché. 
On trouverait d'une manière semblable le diamètre dfn' du 
cercle situé dans le plan c^. 

1A3. Problème XIIL Étant donné un cnUndre au un €àn$ 
à base circulaire^ mener à cette surface un plan taugetU qui 
fasse un angle donné avec le plan de cette base. 

Supposons que la surface soit un cylindre ayant pour 
base un cercle tracé dans le plan borizontaL Par un point 
quelconque de l'espace menons une verticale et une oblique 
faisant avec le plan horizontal Tangle donné ; pais engen^ 
drons un cône droit en faisant tourner cette oblique autour 
de la verticale. Tous les plans tangents à ce cône formeront 
avec le plan horizontal le même angle : en conséquence on 
mènera à ce cône deux plans tangents parallèles aux géné- 
ratrices du cylindre (81) ; ensuite on mènera au cylindre 
des plans tangents parallèles à chacun de ces deiu-là, et la 
question sera résolue. 

Quand il s'agit d'une surface conique, la solution se mo- 
difie un peu. Alors on place le sommet du cône auxiliaire 
au sommet du cône donné, et on obtient les traces horizon- 
tales des plans cherchés en menant des tangentes com- 
munes aux deux cercles, bases de ces cônes. 
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) Daâs ce cas, comme dans celui du cylindre, on trouve 

en général quatre plans tangents différents : mais, pour 
oertaines données, ils pourraient se réduire à un moindre 
nombre, et même la question pourrait être impossible. 

Je n'ai développé que les constructions relatives au cas 
du cylindre : elles sont contenues dans la figure XIIL Le cy- 
lindre a pour base le cercle décrit sur le diamètre ab ; il est 
projeté horizontalement entre les droites cd et ef^ et verti- 
calement entre jfh! et i'K. Du point [a, a'], pris à volonté, 
je mène la droite [o^, a'^] parallèle au plan vertical, et 
formant avec le plan horizontal Tangle donné. Elle perce le 
plan horizontal au point ^; en la faisant tourner autour de 
la verticale élevée en a, elle engendre un cône droit, lequel 
a pour base le cercle décrit du rayon o^, et dont toutes les 
génératrices forment avec le plan hoiizontal un ai^le égal 
à Tangle donné. Par le sommet [a, a'] je mène une parallèle 
[yS,yS'] aux génératrices du cylindre; puis je détermine, 
par le moyen connu (81), les plans Y<fS', y^S', parallèles à 
oefrgénératrices et tangents au cône. C'est à ces plans que 
sont parallèles les plans cherchés qui doivent être tangents 
au cylindre. On obtiendra donc les traces horizontales des 
plans cherchés en menant des tangentes à la base du cy- 
lindre, parallèles à yf et ^^. Ensuite ou aura leurs traces 
verticales en menant des parallèles à <fS et ^S. 

On trouve des vérifications en cherchant les traces ver- 
ticales des quatre arêtes de contact : car ces traces doivent 
être respectivement sur les traces verticales des plans tan- 
gents. Remarquez d'ailleurs que deux de ces arêtes ont 
même projection horizontale, et qu'il en est ainsi des deux 
autres. Gela est trop facile à démontrer pour qu'il soit né- 
cessaire de s'y arrêter. 
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tàh. PROBLfEMB XIY. DMerwiinêr l$$ pkm$ tmngmiU emu'- 
mnwê à une sphère et à un cône drêii. 

AdmeitoQS pour un moment qn'on ait iroufé un plu 
tangent common aux deux surfaces. An point de oonUct 
avec ia sphère menons un rayon, et menons aussi un phn 
par Taxe du cône et par T arête de contact : ce rayon et œ 
plan méridien seront perpendiculaires au plan tangent. Si 
nous imaginons, par le centre de la sphère, un frfaa paral- 
lèle au plan tangent, il sera coupé par le plan méridieB 
suivant une droite parallèle à l'arête de contact et éloigné 
d'elle d'une distance égale ao rayonne lasphère. De plus 
il est clair qu'il sera tangent au cône engendré par la révo- 
lution de cette parallèle autour de l'axe du cône donné. 
Or il est facile de déterminer ce nouveau cône et de lui 
mener, par le centre de la sphère, des plans tangents; et 
ensuite il sera facile aussi d'obtenir les plans demandés, 
d'après cette considération qu'ils sont parallèles à ceux-là 
et tangents au cône proposé. Gonmie le cône auxiliaire peut 
être intérieur ou extérieur au cône donné, le problème peut 
avoir quatre solutions différentes, sauf les cas particiiliers. 

Dans la figure XIV, la ligne de terre passe par le centre 
de la sphère, et le plan horizontal de projection est per- 
pendiculaire àl'axe du cône. Soient a le centre de la sphère 
et ab son rayon ; soient c et c' les projections du sooMDet 
du cône, ed et dd! celles d'une génératrice parallèle tui 
plan vertical, et cd le rayon de sa base sur le plan hori- 
zontal. Perpendiculairement à dd' prenez )^|a = Xv :;= aè ; 
parallèlement à e'd' tirez les lignes jjie' . et v^'; considé- 
rez ces lignes comme les projections verticales de deux 
droites dont les projections horizontales sont dirigées «li*^ 
vant rd; cherchez les traces horizontales a et ^ de ces dret- 
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i68i enfin décrives deux cercleft avec les rayons te et cf. 
D'après ce qui a été dit, il faut d'abord mener, par le 
point a» des plans tangents à deux cônes droits dont ces 
deux cercles sont les bases, et ensuite mener des plans pa* 
rallèles à ceux-là et tangents au cône donné. Or les traces 
horizontales des premiers plans sont les tangentes ag^ oA, 
oit ak; donc en menant, parallèlement à ces droites, des 
tangentes au cercle cet, on aura les traces horizontales des 
plans tangents communs à la sphère et au cône donné : 
savoir, pa, 9^, ry, «8. Tous ces plans devant passer par le 
sommet [g, c'J, il sera facile d'avoir, par les moyens ordi- 
naires, leurs traces verticales al', ^', yn't So'. 

1A5. Probiâme XY. Par un point donnée men$r un plan 
tangent conMnun à deux iphères. 

Soient a et 6 (iig. XV) les centres des deux sphteés, et e 
le point donné» Par ces trois points je fais passer un plan, 
que je prends pour plan horizontal de projection, et dans 
lequel je trace la ligne de terre à volonté. Aux grands cercles 
situés dans ce plan je mène les deux tangentes de, /g, qui 
vont se rencontrer en h sur la ligne ab : (il y a deux autres 
tangentes, ik et {m, qui se coupent en n et dont je parlerai 
plus toin) ; puis je les fais tourner autour de ab en même 
temps que les cercles. Elles décriront un cône droit, et il 
est facile de reconnaître que tous les plans tangents à ce 
cône seront tangents aux deux sphères : par conséquent, 
en lui menant des plans tangents par le point c, on aura 
déjà deux plans qui satisferont au problème. Or ces plans 
doivent tous deux passer par le sommet h et par le point 
donné e $ donc la droite ch est la trace horizontale de cha* 
cun de ces plana» 
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Déterminons leurs points de contact avec la sphère dont 
le centre est a. A cet effet, observons que ces points sont 
sur le cercle vertical dont if est le diamètre ; que le plan 
de ce cercle est coupé, par les deux plans tangents, suivant 
deux tangentes à ce même cercle, et que la rencontre o des 
lignes ch et d^est un point de ces tangentes; donc, si on 
rabat le cercle sui* le plan horizontal autour de son dia- 
mètre df^ et, si on lui mène les tangentes oP et oF, les 
points P et F seront, dans le rabattement, les points de 
contact cherchés. Us ont pour projection horizontale le 
point p où PF coupe i{\ et, pour avoir leurs projections 
verticales, il faut, sur pa perpendiculaire à xy, prendre 
ap'= np^z^pP. Alors par les deux points de contact, on 
mènera des horizontales parallèles à la trace cft, et on s'en 
servira pour trouver les traces verticales T(f et rq" : l'un 
des deux plans tangents sera cr(f^ et l'autre sera crq*^. 

On n'a encore que deux solutions; mais on peut mener, 
aux deux grands cercles situés dans le plan horizontal, deux 
autres tangentes, ik et Im ; et, par des constructions pa- 
reilles aux précédentes, on aura deux autres plans tangents. 
Ces deux plans sont eut et eut". 

Pour éviter la confusion, on n'a construit que les. points 
de contact des quatre plans avec Tune des sphères : il est 
inutile de dire que les points de contact avec l'autre sphère 
se déterminent semblablement. 

1 A6. Les considérations employées dans le problème pré- 
cédent conduisent à la solution de celui-ci : Trowcer les 
plans tangents à trois sphères données. 

Afin de fixer les idées, prenons le cas où les trois sphères 
seraient entièrement séparées les unes des autres, et nom- 
mons-les A, A^A^ Déterminons, comme phis haut, les deux 
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cônes circonscrits aux snhèi'es A et A' : le premier, que j'ap- 
pellerai G, ayant son sommet au delà d'un des centres par 
rapport à l'autre, et le second» que j'appellerai D, ayant son 
sommet entre les deux centres. Déterminons aussi les deux 
cônes analogues G' et D', circonscrits aux sphères A et A"« 
Gela posé, il sera facile de reconnaître que tout plan tangent 
aux trois sphères est tangent à l'un des cônes G et D, et 
aussi à l'un des cônes G et V; et réciproquement, que 
tout plan qui remplit ces conditions est tangent aux trois 
sphères. Il faut donc prendre un des cônes G et D avec un 
0es cônes G' et D' ce qui produit quatre systèmes diffé- 
rents, et mener des plans tangents communs aux deux 
cônes de chaque système. 

Quelque système que l'on considère, les plans tangents 
devront passer par la droite qui unit les deux sommets ; 
ainsi la question se réduira à mener, par cette droite, des 
plans tangents à l'un des deux cônes,r ou, si on le préfère, 
à celle des trois sphères qu'on voudra. Pour chaque système 
on peut avoir deui plans tangents; il y aura donc en tout 
huit plans qui seront tangents à la fois aux trois sphères* 
Ges plans, considérés deux à deux, sont situés symétrique* 
ment k l'égard du plan conduit par les trois centres, et vont 
couper ce plan suivant la même droite. Deux d'entre eux 
sont placés de manière que chacun d'eux touche les trois 
sphères d'un même côté par rapport à lui, tandis que cha- 
cun des six autres touche deux sphères d'un côté, et la 
troisième de l'autre. 

Au lieu de huit plans tangents, il n'y en aura que quatre 
si l'une des sphères en rencontre une autre, et deux seule* 
ment si eUe rencontre aussi )a troisième. Le problème est 
impossible quand une sphère est enveloppée par une des 
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deux antres. Il serait indétermibé â ud oiëiDe cdne était 
tangent aux trois sphères. 

1A7. Noos o'avoDs £ût aucun traage des cônes €'' et W 
circmscrits aux sf^ères A' et A'^ Cependant chaque phn 
tangent aux trois sphères doit Tètre aussi à Tun de ces 
ctoes, et par conséqumt passer par son sommet Or les six 
ednes ont leurs sommets dans le plan conduit par les 
centres des trois sphères ; donc si l'on considère trois de 
ces cônes qui sdent touchés par le même plan, leurs som- 
mets seront sur Tintersection de ce plan avec le plan des 
centres, et par conséquent ils seront en ligne droite. 

Yoici comment on discerne, dans les six cônes, les com- 
binaisons où il y a trois sommets en ligne droite : 

1* Si on considère les cônes G et G\ le plan tangent 
touche les trois sphères exièrieuremmf ^ c'est-à-dire qu'il 
laisse les trois sph^s d'un même côté ; donc il doit être 
tangent au cône (T: donc les cônes G, C, G* ont leurs 
sommets en ligne droite. 2* Dans la combinaison G et f^, 
le plan tangent laisse les sphères A et A' d'un même côté, 
mais il passe entre les sphères A et A"; donc les sphères 
A et A" sont de côtés différents par rapport à ce plan ; dooc 
il est tangent au cône D"; donc les cônes G, IX, D" ont leurs 
^mmets en ligne droite, y Même raisonnement à l'^rd 
des trois cônes D, C, D^. A* Encore même raisonnement 
pour les trois cônes D, D', G". 

On voit que la première combinaison comprend les trois 
cônes qui touchent extérieurement les sphères considérées 
deux à deux, et que les trois autres ne comprennent qu'un 
seul de ces cônes. 

1A8. La propriété étabfie d-dessus à l'égard des cônes 
circonscrits à trcHS sphères, prises deux à deux, conduit à 
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cette pFoponlîefi remarqiiftèle : Êtmm donné» îrêk tsm'cks 
$iiué$ dans im plan, si on même à ces tardes^ pris deux à 
dêuxj dê$Umg0nêe$ êùBêèriêurs^ et qu'om ks prolenge jusqu'à 
ù$ qu'eUêê se €onpml, Us trois points ds eomawrs «onl tou- 
jours «n ligne droits. 

Sd efl^t. regardons ees cercles comme les grands cercles 
de trois sphères, et coasidâroos les trds cônes dont chacim 
serait circonscrit extérieurement à deux de ces sphères : 
d'après ce qm a été dît ci-dessuSt les aonlmets de ces cftnes 
sont situés en ligne droite sur le plan conduit par les centres 
des trois sphères. Or ce plan coupe ces sphères suirant les 
cercles donnés, et les cônes suivant les tangentes désignées 
dans l'énoncé; d<»ic le théorème est démontré. 

Par des raisonnements analogues, on arrive encore à cette 
conclusion : Si aux trois mêmes cercles^ pris deux à deux^ 
OH mène des tongentes intérieures^ c'est-à-dire qui se croisent 
entre les centres des cercles, on aura trois nouveaux points 
de concours, dont deux quelconques sont en Uffne droite a^ee 
un des trois premiers ; en sorte que les six poinis de concours 
sont toujours les iniersections de quatre droites* 

liO. PaoBLÈME XYI. Une droite et une sphère HaiU dowh 
nées^ un cylindre est déterminé s'il doit être paraUBe à la 
droite et circonscrit à la sphère : on propose de conetruirey 
dans ce coi, tes projections de la courbe de contact et la traec 
horizontaie dm cylindre. 

Coupez la sphère suivant un grand cercle par un plan 
parallèle k la droite donnécf; menez au cercle une tangente 
parallèle à la droite; puis imaginez que le cercle et la 
tangpnte timment autour d'un axe mené par le centre pa- 
ratlèleaient à cette droite.' Le point de contact décrit sur ta 
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sphère on grand cercle dont le plan est perpendieultffe I 
l'axe de révolràoo; et la tangente engendre un cylinSl^e 
droit dont les génératrices sont parallèles à cetase, et qtii a, 
en chaque iptAnt du grand cercle, même plan tMgatt que 
la sphère. Tel est le cylindre déterminé par l'énoncé; et le 
grand cercle, dont le plan est perpendiculaire à la droite 
donnée, est la courbe de contact dont il faut d*abord con- 
struire les projections. A cet eflfet, on se sert d'une projec- 
tion auxiliaire sur un (dan vertical parallèle à la droite ; le 
grand cercle de contact s'y projette selon un diamètre per- 
pendiculaire à la projection de la droite sur ce plan, et de 
là il est facile de passer aux autres projections. 

Soient (fig. XVI) a^, a'^' les premières projections de la 
droite donnée, et. a, a', celles du centre de la sphère. Ayant 
mené à volonté uv parallèle à a^, je fus la projection aun- 
liaire sur un plan vertical élevé sur «v, et je fais tourner ce 
plan autour de ufD pour l'appliquer sur le plan horizontal 
En menant aSa" perpendiculaire à uv et prenant S'a'=S<l', 
le point a" sera la nouvelle projection du centre ; et, c^mme 
le rayon de la sphère est donné, on peut décrire, avec ce 
rayon et des centres a, a\ a", des cercles qui seront les 
projections des grands cercles de la sphère parallèles aux 
trois plans de projection. Parallèlement à [oi^, a'p'], menez 
la ligne [ab, alb'] qui rencontre le plan horizontal en 6, 
abaissez bb" perpendiculaire à uv, et tirez a"b"; les géné- 
ratrices du cylindre se projetteront sur le nouveau plan 
suivant des parallèles à a"b"\ et le cercle de contact du 
cylindre avec la sphère s'y projettera sur le diamètre e"i' 
perpendiculaire à a!'b'\ 

Pour montrer comment on obtient les projections de ce 
oercte sur les deux autres plans, je considère, par exemple, 
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les. points projetés en m'\ Us sont situés sur un cercle hori- 
zontal dont on obtient la projection horizontale en menant 
par le point m'- la corde e'Y' parallèle à uv^ et en décrivant 
un cercle du centre a sur le diamètre ef égal à eY'* Alors, 
en al>aissant la ligne m^'m perpendiculaire à uv, ses inter- 
sections m et n avec ce cercle appartiendront à la projection 
horizontale du cercle de contact. Si, dans le plan vertical 
primitif, on mène Thorizontale e'f à la même hauteur au- 
dessus de xy que e"f' au-dessus de uVy on devra prendre 
sur cette horizontale les projections m' et n' correspondant 
à m et n. En répétant ces constructions pour autant de 
points qu'on voudra, on déterminera les deux projections, 
cmdn et dmlàlvl du cercle de contact. 

La projection c''é!' met en évidence les points situés sur 
le grand cercle horizontal de la sphère. Ils y sont projetés 
en a''\ les projections correspondantes sur le plan hori- 
zontal sont g et A, et sur le plan vertical primitif elles sont 
çf et K. Le point le plus élevé et le point le plus bas sont 
également en évidence : leurs projections sont c'' et d" sur 
le plan auxiUaire, et on en conclut les projections c et d, 
d et d\ sur les deux autres. 

Pour satisfaire à Fénoncé, il faut encore construire la 
ti'ace horizontale du cylindre circonscrit, ce qui revient à 
déterminer les traces horizontales d'un certain nombre de 
génératrices. Par exemple, qu'on mène mM et nN paral- 
lèles à a^, et m" Y-' parallèle à a^V^ on aura les projections 
de deux génératrices du cylindre ; et leurs traces horizon- 
tales M et N seront à la courbe cherchée. Les autres détails 
s'expliquent assez d'eux-mêmes. 

Remarque L Las constructions effectuées plus haut ap- 
prennent à trouver les points du cercle de contact placés 

16 
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sur nn pian horizontal quelconque : on peut aussi déttf- 
miner ceux qui sont situés sur des plans parallèles au plan 
vertical primitif. Prenons, par exemple, celui dont la traee 
horizontale est pq, L'Intersection dB ce plan, avec celui dat^ 
lequel se trouve le cercle de contact, est une droite qoi 
contient les points cherchés, et dont les projections sont pq 
sur le plan horizontal, et c"d" sur le plan auxiliaire. Pemr 
avoir la projection de cette droite sur l'autre plan vertical, 
je mène par les points p et 9, pris arbitrairement sur pq, 
les lignes p^f'p", gi'?*", perpendiculaires à ut?, et les lignes 
p<fp\ q^q' perpendiculaires à xy ; puis je prends (pp' =^'p', 
^q' = ^'q''; et enfin je tire p'q' : c'est la projection dont il 
s'agit. D'un autre côté, le plan vertical élevé sur pq coupe 
la sphère suivant un cercle, dont la projection verticale est 
un cercle tracé du centre a! sur un diamètre r's' égal à la 
corde f«, (oette corde est ici un diamètre); donc les point^ 
du cercle de contact, qui sont dans ce plan, ont leurs pro- 
jections verticales aux intersections t' et k\ On en déduit 
ensuite les projections i et k. 

Remarque II. Le problème qu'on vient de traiter est 
celui qu'il faut résoudre quand, une sphèi'e étant éclaira 
par des rayons de lumière parallèles, on demande la courbe 
qui sépare la partie éclairée de la partie obscure, et l'om- 
bre portée par la sphère sur le plan horizontal. 

150. Problème XVII. Déterminer la courbe de contact 
Sun ellipsoïde à axes inégaux avec un cône^ dont le sommet 
est donné et qui doit être circonscrit à celte surface. 

Imaginez trois droites ou axes, de longueurs données, 
qui se coupent mutuellement à angles droits en leurs mi- 
lieux; et sur ces axes, pris deux à deux, décrivez trois 
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•llipees* Si on fait mouvoir Tune d'elles de manière que son 
plan reste parallèle à lui-même, et si en même temps on 
change ses axes de manière que ses sommets soient tou- 
jours sur les deux autres ellipses, on engendre Yellipsotde. 
Le point où se coupent les trois axes donnés est le centre de 
la surface; les trois ellipses décrites sur ces axes se nom- 
ment ellipses principales. 

Parmi les propriétés de cette surface se trouvent les sui- 
vantes, dont je ferai usage. 1*" Toutes les sections faites par 
des plans sont des ellipses, et, quand ces plans sont paral- 
lèles, les ellipses sont semblables, c'est-à-dire que leurs axes 
sont proportionnels; d'où il suit que les droites semblable- 
ment tirées dans ces ellipses sont aussi proportionnelles. 
S"* Si, par différents points d'une même section, on mène 
des plans tangents à la surface, ils iront tous se couper en 
un même point ; et réciproquement, si d'un point donné 
extérieurement on mène des plans tangents à la surfisice, 
tous les contacts seront sur une même section plane de cette 
surface. En joignant les points de cette section plane avec 
le point extérieur commun à tous les plans tangents, on 
détermine un cône circonscrit à l'ellipsoïde. 

Dans renoncé, le sommet du cône circonscrit est donné, 
et il faut trouver les projections de la courbe de contact. 
A cet effet, je prendrai les plans de projection parallèles à 
deux des ellipses principales, je ferai des sections horizon- 
tales dans la surface, et je déterminerai les points de con- 
tact situés sur ces différentes sections. 

Soient (fîg. XVIIj o^o' les projections du point donné, et 
a, a' celles du centre de l'ellipsoïde. Soient bc et de les pro- 
jections des axes de l*ellipse principale qui est parallèle au 
plan horizontal, et que je nommerai H. Enfin soient b'c' et 
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^y les projections de Tellipse principale qui est paratlèh 
au plan vertical, et que je nommerai Y. Ces deux elllpfses» 
H et V» sont en vraie grandeur dans les plans de prajectioiu 
Je supposerai bc > ed et ed > f^. Gela posé, coosidéroos la 
section horizontale projetée sur Ki : cette section est mie 
ellipse semblable à H, et son grand axe a pour projeclioDS 
hi et Ki. Menons les tangentes Kk^ îY, qui se croisent en 
a" : le point [a, a"] peut être regardé comme le sommet d'im 
cône qui toucherait l'ellipsoïde à tous les points de l'ellipse 
projetée en Ui ; et en menant par le point donné [o, o'] des 
plans tangents à ce cône, on déterminera sur cette ellipse 
deux points de la courbe de contact cherchée. D'après la 
méthode expliquée n*" 80, il faudrait faire passer une droite 
par les points [o, o'] et [a, a'"], chercher le point où die 
rencontre le plan horizontal AV, et, de ce point, mener des 
tangentes à l'ellipse située dans ce plan. Pour avoir d'autres 
points de la courbe de contact, il faudrait mener des tan- 
gentes à d'autres ellipses : or, on peut modiGer les goih 
structions de manière à opérer toujours sur l'ellipse bifee, 
et c'est ce qu'on va expliquer. 

Par le point [o, o'] conduisons un plan horizontal, dont 
la trace est oV. Le cône a"hi^ (cette expression abrégée 
désigne le cône projeté sur a"Ki)^ est coupé par ce ^an 
suivant une ellipse semblable à H, et dont le grand axe est 
égal à l^r. Or, si on tire ïd qui rencontre aV en a*^ et si 
on prend le point [a, oT] pour sommet d'un ctoe ayant 
pour base l'ellipse H, il est facile d'apercevoir que ce cône 
sera coupé par le plan o V selon la même ellipse que l'autre 
cône. Ces deux cônes peuvent être regardés comme ayant 
cette ellipse pour base commune ; et, comme d'ailleurs ils 
ont leurs sommets sur la même verticale, il s'ensuit que les 
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nés par le point [o» </], auront les mêmes projections hori- 
zontales. Ainsi, on pourra trouver ces projections en se ser- 
vant du dernier cône au lieu du premier : alors les points 
de contact situés sur Tellipse h'V seront faciles à connaître» 

Pour le moment il faut donc mener, par le point [o, 0% 
des plans tangents au cône a!"b'c'. En conséquence, je trace 
les i»x>jections oa^ o'a"\ de la droite qui passe par ce point 
et par le sommet [a, a!"]; j'en déduis les projections m et 
m' du point où elle rencontre le plan de Tellipse H ; je mène 
les tangentes mn^ mp, à la projection horizontale de cette 
ellipse ', et, en tirant an et ap^ on a les projections hori- 
zontales des deux arêtes de contact. 

Si la projection horizontale deTellipse KV était tracée, 
ses intersections avec an et ap seraient les projections ho- 
rizontales des points cherchés. Hais cette projection étant 
une ellipse semblable à bdce et ayant ht pour grand axe, 
ces intersections doivent diviser an et ap comme ac Test 
en t; donc on aura ces intersections en tirant en, cp, et 
leurs parallèles tg, tr. En prenant sur A'i' les projections 
verticales q' et r' correspondant à 9 et r, les deux points 
projetés en 9, 9', et en r, r, apparti^dront à la courbe de 
contact que l'énoncé propose de déterminer. En répétant 
ces constructions, on obtient les projections de la courbe 
telles que l'épure les présente. Voici quelques points re- 
marquables. 

l"* Les points situés sur les ellipses principales. Pour avoir 
les projections de ceux qui sont sur T ellipse H, il suffit de 
mener les tangentes os et otk l'ellipse bdce^ et de tirer les 
ligaes de projection s$\ u'. On a déterminé les points qui 
sont sur l'ellipse Y en menant, par 0', des tangentes à la pro- 
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jection Mfc'çl de cette ellipse. On trouverait semblabiemeot 
les points situés dans le plan de la troisième ellipse princi- 
pale, en projetant le point [o, o'] sur ce plan, et ra menant, 
par cette projection, des tangentes à cette ellipse. 

2"" Les points situés dans le plan vertical conduit par le 
point donné [o, o'] et par le centre [a, a^]. Ce plan coupe la 
surface suivant une ellipse dont les axes sont égaax à «^ et 
f^\ et si on mène, par le point donné, des tangentes à cette 
ellipse, les points de contact seront ceux dont il s'agit. Pour 
les obtenir, on rend le plan de l'ellipse parallèle au plan 
vertical en le faisant tourner autour de la verticale élevée en 
a. Alors Tellipse se projette en vraie grandeur sur le plan 
vertical, et, si on prend aV = a'P' = aa, les axes de cette 
projection seront a^', f^ : supposons qu'en même temps 
le point donné vienne se projeter en o". Quand on connaît 
les axes d'une ellipse, on sait trouver ses foyers, et ensuite 
on peut, sans tracer la courbe, construire les points où elle 
est touchée par les tangentes partant d'un point donné : 
(Foye2 les traités ordinaires de Géométrie analytique). 
Dans l'épure le procédé est indiqué, et les points de contact 
sont y' ^^ ^'* ^Q remettant l'ellipse dans sa première posi- 
tion , on trouve sans difficulté les projections u et u\ t> et t', 
des deux points cherchés. 

L'un de ces points est le plus bas de la courbe de con- 
tact, et l'autre est le plus élevé. On s'en assure en i-emar- 
quantque si l'on voulait chercher, par la méthode géné- 
rale, des points de cette courbe qui fussent situés sur uoe 
section horizontale faite au-dessous de u' ou au-dessus de 
v', le point donné [o, o] serait renfermé dans l'intérieur d«s 
i^taes auxquels il faudrait, de ce point, . mener dis plans 
tang^ntSt ce qui serait impossible. 
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L'épure présente encore les coûstructions qui font con- 
naître les points situés dans le plan conduit, perpendiculai- 
rement au plan vertical , par le point donné et par le centre 
de r ellipsoïde. Elles ne diffèrent des précédentes que 
parce que le plan vertical remplace le plan horizontal et 
vice versa. 

Remarque. Le problème qui vient d'être traité si au long 
est évidemment le même que celui-ci : un ellipsoïde étant 
éclairé par un point lumineux, quelle est^ sur cette surface, 
la courbe qui sépare l'ombre de la lumière? 

151. Problème XVIIL On suppose qu'une droite glisse 
parallèlement à elle-même sur le contour d'une niehe; et on 
demande la ligne qu'elle trace dans Vintérieur de la niche, 
ou, ce qui est la même chose^ Vombre portée dans la niche 
par son propre contour. 

Soit xy (fig. XVIII) la ligne de terre, qu'on supposera 
tracée sur le sol même. Dans un plan horizontal, dont la 
trace verticale est a:fy\ décrivons un demi-cercle tel que 
celui dont les projections sont acb et a%'\ Concevons qu^un 
cylindre vertical, ayant ce demi-cercle pour base, soit ter- 
miné à un plan horizontal indiqué par a'b\ et qu'il y ait 
au-dessus de ce cylindre un quart de sphère ayant même 
centre [o, o'] et même rayon &a' que la base supérieure du 
cylindre. L'espace vide formé derrière le plan vertical, et 
compris par le cylindre et le quart de sphère, est une niche. 
On suppose qu'une droite glisse parallèlement à une droite 
donnée [o^, a'^'] sur le contour a"a^hlb\ et on demande les 
projections de la ligoe qu'elle décrit sur la surface int^ 
rieure de la niche. Cette ligne se compose de trois partie^ 
qu'on va déterminer successivement. 
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!• Dne partie est décrite sur la surface cylindrique pen- 
dant que la droite se meut le long de la verticale projetée 
en ol'd. Or, dans ce mouvement, il est clair que ht droite 
reste dans un pian vertical dont la trace horizontale at 
est parallèle à ap , et dont l'intersection avec le cylindre 
est une génératrice projetée [horizontalement en c et v«tî- 
calement en c"(l : donc, si on mène aV parallèle à a*p' et 
qu'on arrête c"c' h, cette parallèle, on aura la ligne que la 
droite mobile décrit dans le cylindre en s' élevant jusqu'au 
point [a, a']. 

2*» La seconde partie provient de l'intersection du cylin- 
dre de la niche avec le cylindre oblique qu'engendre la 
droite mobile en glissant sur le cercle vertical projeté en 
olUV. En conséquence , on prendra différentes génératrices 
\At^èié\ [/ff,/'V],... du cylindre oblique; on remarquera 
que les points où elles rencontrent le cylindre de la niche 
sont projetés en «, gf,... sur le plan horizontal; et on aura 
leurs projections verticales e\g\... en élevant les lignes de 
projection ee\ gg\... On a obtenu ainsi la courbe c'c'yV, 
comprise entre le point c' et l'horizontale a!b\ On verra tout 
à l'heure, dans la remarque, le moyen de construire le 
point r' placé sur cette horizontale. 

3° La dernière partie de la ligne cherchée est une courbe 
résultant de l'intersection du quart de sphère, qui termine 
la niche, avec le cylindre oblique dont on vient de parler. 
On obtiendra les points de cette courbe en coupant les deux 
surfaces par dts plans parallèles aux génératrices du cylin- 
dre, et qu'on choisira, pour plus de commodité, perpen- 
diculaires au plan vertical de projection. Chacun de ces 
plans contient une génératrice du cylindre et un cercle de 
la sphère ; et l'intersection de ce cercle avec la génératrice 



est un peint de la courbe. Maïs ici il convient de recounr 
à une projection auxiliaire, qu'on fera sur un plan paral- 
lèle à ceux des sections, afin que les cercles de ces sections 
s'y projettent en véritable grandeur. 

Tirons à volonté is>y\ parallèle à a'^', et par cut) imaginons 
un plan perpendiculaire au plan vertical : c'est sur ce plan 
que je ferai la projection auxiliaire, de sorte qu'on doit se 
le représenter comme rabattu sur le plan vertical autour de 
la ligne ot). Toutes les sections parallèles de la sphère sont 
des cercles projetés verticalement sur des droites h'p\ tq\... 
parallèles à ol'^\ et on obtient les projections de ces cercles 
sur le nouveau plan en abaissant sur cot) les perpendicu- 
laires o'a>, h% A,. .. et en décrivant des cercles du centre w 
avec les rayons uyyi, coX,... 

Il y a encore à déterminer sur le nouveau plan les pro- 
jections des sections faites dans le cylindre oblique, c'est- 
à-dire, des génératrices parallèles à [a^, a'p'] et partant 
des points projetés en A', T,. . . Soient la génératrice [hk^ kk!]^ 
et [*, K] un point de cette génératrice : la projection hori- 
zontale fait connaître la distance zk à laquelle ce point est 
placé derrière le plan vertical. On abaissera donc k^ per- 
pendiculaire sur coTj, on prendra l^yz=zk^ et on joindra 
7)7 : la génératrice [ftfc, h'k'] sera projetée sur le plan auxi- 
liaire suivant Tf[. Les aulres génératrices s'y projetteront 
suivant des parallèles à cette droite; et les intersections 
<p, 4^,... de ces parallèles avec les cercles coiTespondants 
déterminent sur le plan auxiliaire la projection de la courbe 
cherchée. 

Alors il est facile d'avoir ses projections «'nV, titir, sur 
les plans primitifs. Si, par exemple, on considère le point 
projeté en V, on en déduit d'abord la projection verticale»', 
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et ensuite la projection horÎEontale n. Dans ces ooitatrue^ 
ÛWB on doit remarquer le point [ti, u'] qui est donné par 
la parallèle tangente au cercle a'h!b\ 

Remarque, La projection de la dernière courbe aor le 
plan, auxiliaire est une ligne droite. En effet, tirez (i»f, 
ci4)**» i tous les triangles fr\is>^ t]/X(i>,».. sont isocèles et 
ont leurs bases 7^7, ^^f*. parallèles : donc les angles wiift 
îokày... sont égaux entre eux, ainsi que les autres angles 
adjacents à ces bases. Les angles T^oxp, 7)w^,.é. sont donc 
aussi égaux, et par suite les points co, f^ <{f^..t sont en 
ligne droite : ou bien, ce qui est la même chose, la courbe 
décrite dans Tintérieur de la sphère est un grand cercle 
dont le plan est perpendiculaire au plan de la projection 
auxiliaire (*). 

De là résulte un moyen facile d'obtenir les points de la 
eourbe qui sont situés sur des cercles quelconques de la 
sphère. Supposons qu'on veuille avoir le point situé sur 
le ëercle horieontal a'b' : on cherchera la droite d'intersec- 
tion du plan de ce cercle avec celui de la courbe, et la 
rencontre de cette droite avec le cercle donné sera le point 
cherché. Cette droite est projetée en a'b' sur le plan verti- 
cal, et en <p o) sur le plan auxiliaire : donc on aura, sur ces 
plans, les projections 6', a-, d'un point de cette droite, en 
menant 96^6 perpendiculaire à coy} ; et la distance de ce 
point au plan vertical sera égale à 60-. Alors sur 66' on 
prend 6« == 0<r ; et le point 5 appartiendra à la projection ho- 
rizontale de rintersection des deux plans. D'ailleurs, ces deux 



(*) En général, si deux surfaces du second ordre ont une courbe 
plane commune, et qu'elles se coupent encore suivant une seconde 
ligne, cette dernière ligne est plane aussi. La sphère et le cylimll» à 
ciro«laire sont des surfleicee du second ordre. 
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plans passant par le centre de la sphère, leur intersebtien y 
passe aussi, et par suite sa projection horizontale est la droite 
o$. La rencontre r de cette droite avec le demi-cerele acb 
est donc la projection horizontale du pointcherché, et laligtie 
de projection rr' en fait connaître la projection verticale r\ 
Les constructions, par lesquelles on vient de déterminer 
le point [r, r'], avaient déjà été employées pour uft cas 
semblable dans le problème XVL 

162. Problème XIX. Comiruire Uè projêctUmê dé Un-- 
tersetlian de deux dlip»otdes de révolution dùnê lé* dttê$ 
ne sont pas le même pian» 

Dans le cas général de deux surfaces quelconques de 
révolution, pour trouver des points de leur intersection^ 
on emploie des courbes qui elles-mêmes doivent être con* 
struites par points (127); mais dans la question actuelle 
la ligne droite et le cercle peuvent souvent suffire. Je pren-* 
drai encore le plan vertical parallèle aux axes [od^, à*û"'] 
et[M^,6'6'"] des surfaces; mais la ligne de terre pourra 
être tracée à volonté dans ce plan. Du resle, j'adopterai les 
données telles que la fig. XIX les présente. 

Coupons les deux ellipsoïdes par des plans parallèles 
entre eux et perpendiculaires au plan vertical, tels que ceux 
dont les traces verticales sont e'h\ iW,... : dans les deux 
surfaces, les sections seront des ellipses. Les cordes ^f\ 
t'ft'i».. sont des axes des ellipses résultant de la première 
surface, les autres axes seront des perpendiculaires au plan 
vertical, élevées aux milieux de ces cordes, et toutes ces 
ellipses sont semblables entre elles* De même les cordes 
fl'h\ tm\... sont des axes des ellipses de la seconde sur- 
facei les autres axes de ces ellipses sont des perpendicu- 
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culaires au plan vertical, élevées aux mfliem de cëB cordes, ' 
et ces ellipses sont aussi semblables entre elles. 

Considérons les deux ellipses d'une même section, et 
imaginons deux cylindres auxiliaires décrits par une droite 
qui glisserait sur ces ellipses, parallèlement à une droite 
quelconque tracée dans le plan vertical. Les traces horizon- 
tales de ces cylindres seront en général des ellipses, dont 
chacune aura un axe perpendiculaire à ory et égal à Taxe 
horizontal de la section à laquelle elle correspond. Or, il est 
toujours possible de donner aux génératrices une direction 
telle que la trace d'un de ces cylindres soit un cercle, et 
alors si les deux ellipses résultant des deux surfaces étaient 
semblables entre elles, la trace du second cylindre serait 
aussi un cercle, et par conséquent l'intersection des deux 
cercles ferait connaître les génératrices communes aux deux 
cylindres. Ensuite les intersections de ces génératrices avec 
le plan des deux ellipses donneraient deux points de la 
courbe cherchée, commune aux deux surfaces proposées. 
On voit qu'il importe d'abord de choisir les parallèles e'hl^ 
i'm\... de telle sorte que les sections faites dans un des 
ellipsoïdes soient semblables à celles de l'autre ; et ensuite, 
de déterminer la direction que doit avoir la génératrice des 
cylindres auxiliaires pour que leurs traces horizontales 
soient des cercles. 

Par le centre e' de l'ellipse ala"a"\ menez </p, c'P', res- 
pectivement parallèles aux demi-axes d'fr', âb'\ de l'autre 
ellipse ] prenez c'P' égale au demi-axe da" de la première 
ellipse, et c'§ égale au quatrième terme de la proportion 
d'b" : d'b' :: c'P'ix; puis décrivez sur les demi-axes ^pet 
c'P' l'ellipse p^'p" semblable à bV'b'". Elle coupe la pr^nière 
ellipse en deux points, et je joins l'un d'eux, e\ avec le 
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ceatro e\ Si un troisiteie' ellipsoïde était engenàré par l'el- 
lipse ^^^ autour de Taxe d% il est facile d'apercevoir que 
le plao luejié par cV, perp^diculairement au plan vertical, 
couperait ce troisième ellipsoïde ainsi que le premier sui- 
vant des ellipses qui auraient les mêmes axes ; donc les 
sections parallèles à ce plan, faites dans les deux surfaces, 
seraient semblables ; et comme d'ailleurs les sections faites 
dans le second ellipsoïde , par ces mêmes plans , seraient 
semblables à celles du troisième, il s'ensuit qu'elles le se^ 
raient aussi à celles du premier. Ainsi dé détermine une 
direction qu'on peut donner aux plans coupants pour avoir, 
dans les deux surfaces, des ellipses semblables. 

Menez c'vl parallèle à xy et égale au demi*axe da'\ puis 
tirez la droite en. En prenant la génératrice des cylindres 
auxiliaires parallèle à cette droite, les traces horizontales 
de ces cylindres seront des cercles. En effet, si l'on consi- 
dère en particulier le cylindre qui a pour base l'ellipse cor- 
respondant à ddf sur la première surface, sa trace hori- 
zoirtale sera mie ellipse dont un axe est égal à 2c V, et dont 
l'autre est égal à Taxe élevé en d dans la section perpen- 
diculairement à </e^ : or ce dernier est égal à Ida" ou 1dn*\ 
donc la trace horizontale du cylindre est un cercle. Dès lors 
la trace du cylindre qui a pour base la section faite dans 
l'autre surface, par le même plan, est aussi un cercle ; et 
il en est encore ainsi de toutes les autres sections parallèles 
à celles-là, faites dans les deux surfaces. 

Avant d'aUer plus loin , rappelons que dans une ellipse 
les milieux des cordes parallèles sont sur un diamètre. Par 
conséquent , en menant dans chacune des deux ellipses 
tracées sur le plan vertical une corde parallèle à df\ et 
tirant une droite par le centre et par le milieu de cette 
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oerdet ob auru les diamètnefl qui coupent en leurs mUeus 
les cordes parallèles à df. SoieBt Op celui de la première 
ellipsie, etf '^ celui de la seconde. Par rapport aux ellipsolâes, 
oa doit les considérer comme projections verticales de deux 
diamètres, dont les projections horizontales sont aa^ et M^, 
et qui contiennent les centres des sections parallèles. 

lia question proposée n'a plus aucune difficulté, et les 
GOBStructiotts viennent d'elles-mêmes. Soit le plan coupant 
4ont la trace verticale est tW. On regardera les deux 
ellipses qu'il détermine dans les deux «urfaces comme les 
bases de deux cylindres parallèles à la droite e'n'. Ces el- 
lipses ayant leurs centres projetés en d et p\ il eèt Ikcile 
de mener par ces centres des parallèles à én\ et d-en déter- 
miner les traces horizontales 9 et r : ces points 9 et r sont 
les centres des cercles suivant lesquels les deux cylindres 
rencontrent le plan horizontal. La première ellipse ayant 
un de ses points projeté en i^ et la seconde ayant un de ses 
points projeté en l\ il est également facile d'avoir les traces 
horizontales s et t des génératrices qui passent par ces 
points* Les distances qs et ri seront les rayons des deux 
cercles; on peut donc les décrire, et leurs rencontres uet 
% font connaître les deux génératrices communes aux deux 
cylindres. En faisant les projections verticales ti'v', 2'to'de 
ces génératrices, on obtient sur t'm' les projections verti- 
cales %)\ vo'y des points communs aux deux ellipses; et en- 
suite on en déduit les projections horizontales v et to. D'au- 
tres sections donnent de nouveaux points, et 00 arrive ainsi 
aux deui courbes tracées dans l'épure, lesquelles sont les 
projections de l'intersection des deux eUipsoïdes. 

Rwiç^rqu€. Quand le premier ellipsoïde est allongé, on a 
é§! > da". Alors on peut faire un triangle rectangle qui ait 
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et' pour hypoténuse, et dont an côté soit égal à c'a". 8up- 
posons, pour ne point changer la figure, que éévl soit ce 
triangle, et que la ligne a:y, qui est restée arbitraire , soit 
parallèle à cV. Les deux cylindres auxiliaires deviendront 
perpendiculaires au plan horizontal, les sections elliptiques 
se projetteront sur ce plan suivant des cercles, et les con- 
structions seront simplifiées. Mais cette solution ne pourrait 
point s'appliquer aux ellipsoïdes aplatis, tandis que celle 
qui précède ne souffre exception que dans le cas où rellipse 
pp^"" ne rencontre pas l'ellipse (ici'(i\ 

lèS. Problème XX. I^èittminef un point ixmi ivf^ efm^9^i 
les distances à trois points fixes. 

Il est évident que le point qu'il s'agit de déterminer êst 
r intersection de trois sphères, dont les centres sont aux points 
fixes et dont les rayons sont égaux aux trois distances don- 
nées. Prenons pour plan horizontal de projection celui qui 
passe par les trois points fixes. A, B, C (fig. XX), et pour 
ligne de terre une perpendiculaire xy à l'un des côtés du 
triangle ABC, à AB par exemple : (on en comprendra la raison 
tout à l'heure). Des points A, B, G, comme centres, avec des 
payons égaux aux distances données, je décris trois cercles 
dans le plan horizontal ; on aura ainsi trois grands cercles 
appartenant respectivement aux trois sphères qui contien- 
nent le point cherché. La première sphère coupe chacune 
des autres suivant des cercles verticaux, qui ont pour pro- 
jections horizontales et pour diamètres les deux cordes de 
et fg. Le point tn où se rencontrent ces cordes est donc la 
projection horizontale du point cherché. Pour en avoir la 
projection verticale, on remarque que, de étant parallèle à 
ay, le cercle vertical décrit sur de doit se projeter en vraie 
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grandeur sur le plan vertical : or, on obtient évidenuBMi 
cette projection en abaissant sur xy les perpendiculaires 
dd\ ee', et en décrivant un cercle sur le diamètre dH^; donc, 
en menant la ligne de projection mm\ les deux intersec- 
tions m! et m'\ avec ce cercle, seront les projections verti- 
cales de deux points qui satisfont à la question. 

Si les deux cordes de et gf ne se rencontraient point dans 
riutérieur des cercles, mais seulement dans leurs prolon- 
gements extérieurs, le problème serait impossible* 

Remarque, Les deux points déterminés par les intersec- 
tions de la première sphère avec les deux autres doiveni 
également se trouver sur le cercle d'intersection de la se- 
conde et de la troisième. Or, ce cercle est projeté sur la 
corde hi; donc cette corde doit passer au point m. Donc 
les trois cordes déterminées par les intersections de trois 
cercles tracées dans un plan se rencontrent au mimé 
point* 

Que les cordes se coupent intérieurement ou extérieure- 
ment, cette proposition est toujours vraie, ainsi qu'on 1 
démontre aisément par la Géométrie. 

15i. Probuème XXI. On a mesuré les angles formés par 
les rayons visuels dirigés d'un certain point de V espace ters 
trois points connus : trouver la position de ce points . 

Prenons encore (fig. XXI) pour plan horizontal celui qui 
passe par les trois points connus A, B, G, et pour plan ver- 
tical un plan perpendiculaire au côté ÂB du triangle ABG. 
Décrivons les segments APB, AQG, BRG, capables des angles 
donnés, et engendrons trois surfaces de révolution eo 
faisant tourner ces segments respectivement autour de 
leurs bases AB, AG, BG. Tout point pris sur la première 



sw^noe jouit de cette propriSté qae l'angle formé par les 
droites qui le joignent anx points A et B est égal au pre- 
mier angle donné ; mais, pour un point intérieur ou exté- 
rieur à cette surface, Tangle ainsi formé serait plus grand 
ou plus petit. Il suit de là que le point dont on propose de 
fixer la position est sur cette surface ; par des raisons sem- 
blables, il doit également se trouver sur les deux autres. 
Ainsi la question se réduit à chercher un point commun 
à trois surfaces de révolution dont les axes sont dans un 
même plan. A cet effet, on détermine (126) les courbes 
d'intersection de la première surface avec les deux autres ; 
et les points communs aux deux courbes satisfont à Ténoncé. 

En coupant, comme au numéro cité, les surfaces qu'en- 
gendrent les segments APB et AQG par des sphères qui ont 
le point A pour centre commun, on a trouvé que Tinter- 
section des deux surfaces a pour projection horizontale la 
courbe AmnD : et, en coupant la première surface et la 
troisième par des sphères dont le centre commun est en B, 
on a trouvé sur la projection horizontale la courbe BmtiE. 
Les projections verticales étant inutiles, on ne les a pas 
construites. Les points m et n, où les deux courbes se ren* 
contrent, sont les projections horizontales des points com- 
muns aux deux surfaces. Mais comme ils ont été obtenus par 
les rencontres de deux courbes, on pourrait avoir du doute 
sur l'exactitude de leur position, et il convient de les vé- 
rifier. Or, pour vérifier le point m, par exemple, il suffit 
de mener les lignes m/, m;, itiA, respectivement perpen- 
diculaires aux côtés AB, AG, BC, puis d'examiner si les 
poins f et g sont sur un cercle décrit du centre A, et si g 
et h sont sur un cercle décrit du centre B. 

Les projections horizontales m et n une fois bien établies, 

17 
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les projectioDS verticales correspondantes en découlent. Sa 
effet, les points cherchés doivent se trouver sor les oercks 
décrits autour de AB par les points / et < : or, ces oerolss 
étant parallèles au plan vertical, on obtient sur^e-champ 
leurs projections sur ce plan en prolongeant AB jusqu'en 
(y, en abaissant les perpendiculaires ff et tV sur xy^ et en 
décrivant des cercles du centre (y avec les rayons Gf et (yf ; 
donc alors il n'y a plus qu'à mener les lignes de jM-ojectioa 
mm\ nn\ terminées respectivement à ces deux cercles. On 
doit trouver ainsi deux points au-dessus de xy^ et desz 
au'dessous; mais, dans Vépure, on n'a marqué que les 
deux premiers, ce qui revient à supposer que le point tf où 
partent les rayons visuels, qui font entre eux les angles 
donnés, est placé au-deîssos du plan horiaontal. Malgré 
cette limitation, on voit qu'il y a deux points qui remplis- 
sent les conditions données, et môme, dans certains cas, il 
pourrait y en avoir quatre. 

165. Remarque* De ce qu'un point est rintersectioft des 
projections horizontales de deux courbes, on ne peut pas 
conclure, en général, qu'il réponde à une intersection de 
ces courbes. Par conséquent, toutes les fois que^ pour dé- 
terminer un point situé sur trob surfaces, on construit les 
projections horizontales des courbes suivant lesquelles uae 
de ces surfaces coupe les deux autres, il pourrait y avoir 
erreur à regarder un point commun aux deux projectioBS 
comme correspondant à un point commun aux trois sur- 
faces. Pour cette raison, U peut être utile de traear aussi 
la projection de l'intersection de la seconde surface av«c la 
troisième, et alors on ne prendra que les points f«anr^»»fl»ft 
aux trois projections. Mais alors encore il pourra rester des 
doutes; et le moyen le plus sûr, en général, sera de déler* 
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loiner les projections verticales des intersections de la pre* 
mtëre' surface avec les deux antres, de comparer les points 
^ rencontre de ces projections avec les points de rencontre 
des projections horizontales, et de ne prendre, sur chaque 
plan de projection, cpie les points qui ont leurs corres- 
pondants sur l'autre. Cependant, comme la construction 
des courbes est longue et diffîcultueuse, il sera plus com-> 
mode de chercher, dans chaque cas particulier, quelque 
moyen plus simple qui puisse lever toutes les incerti*» 
tudes. 

i bôé Problème XXII. On suppose qu'un point ilevè dam 
fêspacBj un airostati par exemple^ ait été vu au mime m- 
stant par trois observateurs^ et que chacun^ au lieu où il se 
trouve^ ait nuesuré t angle formé avec la verticale par le 
rayon vieuel dirigé vers T aérostat : ces angles et leurs «em- 
mets étant connus^ on demande la position de Tetérostat au 
moment des observations. 

Autour de k verticale élevée au point où chaque obser- 
vateur était placé, concevez un cône droit dont le sommet 
soit en ce point, et dont la génératrice fasse avec la verti- 
cale l'angle observé* On aura ainsi trois surfaces coniquee 
sur lesquelles l'apostat était situé au moment des trois 
observations ; c'est donc l'intersection de ces trois surfaces 
qu'il faut déterminer : or, c'est ce qu'on fera en cherchant 
les projections horizontales des intersections de ces surp- 
laces, prises deux à deux. 

Soient (fig. XXII) a et a', b et 6', c et </, les projeetious 
des trois sommets. Les verticales indéfinies a'a'\ Vb^^ 4€^ 
serent les projections verticales des axes des trois eônes. 
Menons les lignes ap, bq^ cr^ parallèles à âcy, et les Hgnei 
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ay, &V* ^^'t formant avec les veitioaies des angles res- 
pect! vaoaent égaux aux angles connus: on aura ainsi les 
projections d'une génératrice de chaque cdne. Voici main- 
tenant les constructions qu'il faut effectuer. 

Ayant mené dans la projection verticale une horizontale 
quelconque t!i\ on la considère comme la trace d'un plan 
horizontal auxiliaire par lequel on coupe les trois cônes. 
Les sections seront trois cercles dont les projections hori- 
zontales sont des cercles ayant respectivement leurs centres 
en a, 6, c. Pour achever de déterminer ces cercles, on re- 
marquera que la trace s't' coupe les lignes a'p', fr'g', i/r'» en 
des points d\ é^ fj qui sont les projections verticales de 
ceux où le plan auxiliaire coupe les génératrices des trois 
cônes. En conséquence, on construira les projections ho- 
rizontales correspondantes d, e, /, puis on décrira trois 
cercles avec les rayons ad, de, cf. Les rencontres de ces 
cercles, pris deux à deux, donnent deux points de chacune 
des courbes cherchées : et en répétant ces constructions 
pour d'autres plans horizontaux, on en trouve autant de 
points qu'on veut. 

Les trois courbes, ainsi déterminées dans la projection 
horizontale, sont ynA, ink^ Inm. Elles se rencontrent en n, 
et il est facile de s'assurer que ce point est véritablement 
la projection d'un point commun aux trois suri'aces. En ^et, 
comme le point n appartient aux deux courbes grnft, ttifc, il 
s'ensuit qu'il est la projection horizontale d'un p<»nt com- 
mun aux deux premiers cdnes, et aussi celle d'un point 
commun au premier et au troisième ; mais sur le premier, 
il ne peut y avoir qu'un seul point qui se projette en m, 
(dans la question on doit négliger la nappe inférieure) ; donc 
ce p<HDt est réellement ccmunun aux trois surfaces. 
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La troiflièine coarbe Inm n'a ici d*autre usage que de 
ficmmir une vérification* Mais on en obtient une plus sûre 
en traçant des centres a, 6, c, trois cercles qui passent an 
point n, et qu'on regardera comme les projections horizon- 
tales de trois cercles horizontaux situés respectivement sur 
Les trois cônes. On déterminera, ainsi que le montre la 
figure, la projection verticale de chacun d'eux ; et il doit 
arriver que ces trois projectious soient sur une même hori- 
zontale liV. Alors, en effet, il est clair que le plan auxiliaire, 
dont la trace verticale est u'v\ coupe les cdnes suivant trois 
cercles qui ont un point commun projeté en n. 

Par ce qui vient d'être dit, on détermine la trace verti- 
cale uV du plan horizontal dans lequel est situé le point 
commun aux trois cônes ; par conséquent on obtiendra la 
projection verticale de ce point en élevant la ligne de projec* 
tion nn\ qu'on termine en n' sur uV. Les courbes de la pro- 
jection horizontale peuvent se rencontrer en plusieurs points; 
le problème peut donc aussi avoir plusieurs solutions. 

157. Problème XXIII. Déterminer un point dont on con-- 
nail Us distances à trois axes fixes. 

Nommons A, B, G les trois axes; et a, ^, y» les distances 
de ces axes au point qu'on veut déterminer. Parallèlement 
à Taxe A, et à la distance a, imaginons une droite et décri- 
vons un cylindre en faisant tourner cette droite autour de 
l'axe A. Concevons qu'un second cylindre ait été décrit de 
la même manière autour de 6 par une parallèle à B, menée 
à la distance ^ ; et qu'un troisième cylindre ait encore été 
décrit de la même manière autour de G par une génératrice 
menée à la distance y. La question revient à trouver les 
pointa communa à ces trois surfaces. 
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Pour plus de simplicité, je choisis le plan horizontal per- 
pencficulaire à Taxe A, mais je laisserai la ligne de terre 
arbitraire dans ce plan. De cette manière, l'axe A sera pro^ 
jeté horizontalement en un point unique a (fig. XXIII) et 
Yerticalement sur une perpendiculaire a' a" à xy. Soient M^ 
et Vb\y ec^ et cV^, les projections des axes B et C. La trace 
horizontale du premier cylindre sera un cercle p^ décrit 
du centre a avec le rayon a : celles des deux autres cy^ 
lindres seront des ellipses que je vais déterminer d'abord. 

Au point 6, où Taxe B perce le plan horizontal, menez de 
perpendiculaire à 66^, et prenez bd=b$=:f^;de sera le petit 
axe de l'ellipse suivant laquelle le second cylindre coupe 
le plan horizontal. Pour en avoir le grand axe, il faut trouver 
sur ce plan les pieds des deux génératrices situées dans le 
plan vertical élevé sur bb^ ; et à cet effet j'amène ce |dan 
à être parallèle au plan vertical de projection. Supposons 
qu'alors les projections de l'axe B soient 6X, W; élevons 
X'jjL, Vv, perpendiculaires à 6T et égales à p ; puis menons 
txcp', \4', parallèles à 6T : les deux génératrices dont il s'agit 
auront maintenant [xtp' et v^' pour projections verticales. 
Elles rencontrent le plan horizontal en f et ^ ; et en rame- 
nant ces points sur bb^^ on obtient le grand axe fg. Les 
deux axes de et fg étant connus, on construira l'ellipse dfe§^ 
et alors il sera facile d'avoir, ainsi que le montre la figure, 
les projections du second cylindre. Des constructions ana- 
logues donnent la trace et les projections du troisième. 

Maintenant, pour trouver les intersections du premier 
cylindre avec les deux autres, appliquons le procédé du 
n* 128. Ici les projections horizontales de ces intersections 
se confondent avec le cercle p^m, et ce sont les projectioas 
verticales qu'il faut construire. Pour obtenir celle de la pre* 
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mière, je coupe les deux surfaces par des plans verticaux 
parallèles à bb^. Soit emn la trace d'un de ces plans : il 
coupe les deux cylindres suivant des génératrices dont on 
fera les projections verticales; et les rencontres m' et n! 
appartiendront à la projection verticale de la première 
courbe : cette projection est wi'^p'n\ On trouvera la projec- 
tion verticale de la seconde intersection en prenant des plans 
coupants encore verticaux, mais parallèles à cc^. 

Avec les données de la figure, les deux courbes de la 
projection verticale se rencontrent en deux points p', g', qui 
sont réellement les projections de deux intersections : car, 
dans le voisinage des points p\ q\ les arcs de ces courbes 
correspondent à des arcs qui, dans l'espace, sont situés 
sur la partie du cylindre vertical comprise entre le dia- 
mètre hi et la ligne de terre xy. Cette remarque montre en 
même temps qu'en obtient les projections horizontales, p 
et 9, des points qui satisfont à la question, en terminant les 
lignes de projection, pp', 99', à la demi-circonférence hmi. 

Au reste, les points [p, p], [9, 9] étant ainsi détermi- 
nés, on reconnaît facilement qu'ils sont en effet sur les 
trois cylindres, en examinant si, par chacun d'eux, on peut 
mener trois génératrices qui appartiennent respectivement 
à ces trois surfaces. Les constructions indiquées sur la 
figure dispensent de toute autre explication. 



FIN. 



Parie. -~ Imprimerie Arnous de Ririfere, rue Radae, M. 



J^t^^* 



o 



p . 






t'^ 



.f//^ff/à/<v^h//. .2)iciA 



-» 



TV,/. 




â^^Êt»^/M^ JffÀÇY . 



V^('o///t\ 



D- 






c 



^^ 



<' 'f 'fU//r^'/c' /^nrt ^y/A 



rcfv/M 



ns 




/'/•tr/'i' !»•'' ,/'/..«» 



TRAITÉ 



DE GÉOMÉTRIE 



DESCRIPTIVE 



Les exemplaires qui ne portent point la signature de 
Fauteur sont contrefaits. 




DU MÊME ADTEOH 



LBÇIHS rAlGilllS, 9* édition. 

LBfllS n ftÉMÉTBlE AHALTTtfBE, iO* édition. 

LBÇm BE TBICOHMÈTRIB, iîT édiUon. 



I^aris. — Imprimerie Arnous de Rivière, me Racine. SU. 



TRAITE 



DE GÉOMÉTRIE 



DESCRIPTIVE 

PRÉCÉDK 

d'une introduction qvi renfbrmb la théorie du pi \1S 

El DE LA LIGNE DROITE CONSIDÉRÉE DAN8 i/ESPAPE 



PAK 



LEFÊBURE DE FOURCY 

QPFiCIBa DE LA LÉGION n'RONNEUR 

PIIOFBSSIIia nONORAlKB A LA FACULTE DES .«CIENCRS DE PARIS 

ANCIBN eXAMIllATKPR PODR L'ADMISSION A L'EOOLV l>nLYTBi:RNIOrt 



HUITIKME ÉDITION 

CONFORME AU PROGRAMIIK I)' ADMISSION A L'ÉCOhB PO h Y TKCH \ I 1' i: 



TOME SECOND 
PLANCHES 



V 

iîAlTHIER-VILLARS, LIimAIRE DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 

8UCCB88BUR DE MALLBT-BACHELIER, 
QUAI DES AUGUSTINS, 55. 

1881 



GEOMKTRCË 



Ll 



As 




ïï.l 



b' 



\ /"' 





ÏÏ.2. 





M.2 




<r *v 



ÙSCRIPTIVE . 
^r'/A^/ê/^e par/le^ 



liJ 



L3. 




J.4 




.r-ci 



II. 3 




i^^K^ 



/ .^ 



M.3 




.V 



' II.4. 



fL 



«^-44 



1' ^. 



I ■ 

/ : 



jt 



-f 



•\ N. 






\ 



i^V^ î — »! 



"x ^' 



^ \ : 



\ 



N 












X 






y 



.^ 




ifnmr' jfar Moiry 



GEOMETRIE 




iISCRIPTIVE . 





r ^c j .; 



xm.2. 



r/n 





t — ,♦' 



xm. :i. 




*>/ 



,^y 



/ 






7^^ 

A 'y 





■\i' 


■ y «'^ 

: y ^, ^ 





s.. 



y' 



s 



jn 



/'/vw*? /»"/• .èf»/.fv 



GEOMETBIE B 
Proh/è/nej^ f/e la ^ 



.r M^ 




XV. 



ni> 



xvni.i. 




-rtr—d 




xvm^2 





y 



.r 



jK- 






> 



XXI. 



y 










.'/ 



>■£*' /» .V r 



/ 



2- 



:<9 






ÎSC^RIPTIVE . 
^erni^re partie. . 



/r. m. 



n%. 



V'- 







T^< - _^v / 



^ Xr ' 






xm. 



\ ' 



XXUl 



fl 




\-. - - _^ 






~^'~~- - ^r^ 


^^ \ 


y :' 


i ^ ^\ 

i \ 


^v y' •■■ 


' \ 


/^v 



'f y 



.- -l V 1 -- 



.r ni\ 



P 






\ 

\ 

N 
\ 

h 

a 



:-i 



,y 



.y ! I 



/»/•//'/• /w/ • K' • . Y 



GEOMETBIE D 

Proilèmejr t/e la ^ 




XV. 



.C 64 



XWLi. 



Nn; 



y 



y / 



/- / 




^^TV d" 




\ \ 




y- 



:/-' c" M J 



.r 




;'.y 



r 



:srRiPTiVE . 

f*^rtlère partie. . 



KIIL 




n 



'\ 




/ 




/^' 


/ 


\ i'K» 






V/. 






1 ^, 







/^ f/ 



p .r 



p 



■ V 



\ 



\ 



\ 



a 



. I 



l'fft'i-/t//' «r»/jy 



K. 



«EOMETIUE 




► ESCBIPTIVE. 

/*re/7Uere parité . 



/y. IV. 



XXV. 




,'■'' e 



X.U7. 



*-V 



N 




ixni 



^- 




IrrittH- /Ht/' .UM.ty 



xxvm^. 




.»r. 



xxvm^2 




xxvni.3. 




GEOMETRIE 
Problèmes titr i 






•«*. 



joax^. 



->< 



JT > 



A* 



JCXJX.'J. 




-.^. / 






4 f 



y> 



A-.^-- 



ïr^ 



V 



xï^r.3. 




( \ " 



/i 



.r 



/ 






i>KSCRIPTIVE 
/^remi^re ptiriie 



PL V, 






y 



>'<r 



^ 



UVi 



91. 



Iff. 



A ^^ 




// 



1 



XXX^i. 




^Cr, 



' XXS.3. 




l,<rfH4Ùire. (wratfeur */*' lEmfK'reur, se 



GEOMETRD 

JhoAlèmAr e/le . 




►ESCraPTlVE . 



Fin 




fin/tH- /ttv' M'ùy 



GEOMETBIB 




>ESCiaPTIVE . 

^e^é.Miième' partiel . 



PLW. 




(rrant* /Hir Mt»iftf 



(GEOMETRIE 




/ 



s CmPTlVE . 



7Y. Fin. 



^ 



./- 




/rVif/^r» ^uu' .K'/.ry 



GEOMETRIE 

H^oA/^/ffeKT (/e k 



.r 




V \ ' 


N \ 


\ \ \ 


\ \ 


\ ^^ 


\ 


\ N. 


N 




\\- 


■•^ ^^ 


V \ 




\> 





/ 



/ 




/ 



\ 



iSCRIPTIVE. 



/'/ IX. 




0/\tfr /»fff .f/,>t.iiy 



GEOMETRIE 



tT e( 




IDESCraPTIVE . 

f/et/.rièmf par/ie . 



/Y.J. 







(fr<tn*e' /m/' JftHjy 



GEOMETRIE 




h' 



DESCRIPTIVE. 



n.M 




ômve /st/^ Jfoixv ■ 



GEOMETRIE 1) 




)ESCIUPTIVE . 



n .m. 



^r 



.y\ 



\' 




/ 



/ 



f'^^Xff't' /'/t/' .K'/.ry. 



GEOMETRIE 



jn.i 




OESCIUPTIVE . 

/lt^f/.r>i^/ie- partie^. 



Pf.jm 



XVI. 2 



r f 




tirurtr'/Hir Mfùy 



GÉOMÉTRIE 

JhoA/èntpj* f/e In 




9 .V 



>ESCmPTIVE . 



TLiir. 



xm 




^we/Htr Jfnt'jy . 



GEOMETRIE D 

J^oHèmej" Je la i 



XLT, 




/' 



ESCRIPTIVE . 

/ett.vùîme partie. 



ri.xv. 




trrtti"' ptu' Moiry 



GEOMETRIE 
^t?fi/ème.r ri- Ai 




J 



- y 



/iç i. 



)ESCRIPTIVE . 



/y..\i7 




fr ^ r *^\ ; i ' ' T •" ~ 




\ 



/ 



/ 



^ , / 


y .' 


f,h 


'A/ 


/ \ 


/,- 






0/M/i*f'/»tl/- .-t/o/J"^ 



«■ 



mmmmamm 



GEOMETRIE 



xxm. 




îiSCMPTIVE * 



/vxm 




tirntfepaf' M»hiy 



GEOMETRIE 



kV 




P 



T "T " 
1 1 


1 1 


1 1 


i .^ 




/ 



f 



kl 



DESCRIPTIVE. 



nxm 




' / 



y 



,<• 







f'/tf/M' //a." M'Hu 



DESCRIPTIVE . 



JV-UK 




éfmve /Mtr Afof.ry 



GÉOMÉTRIE 




OESCRIPTIVE . 



nzK, 




.\\ 



'/i 



; I 



. I 



" I 



trt nf*! • /H!f ■ ti't • ^i •»/ 



GEOMETRIE 



':t^ 



Vll.y 




rixn 



RlpTlVt 



èm» F 




GEOMETRIE 








►EStTOjPTWE . 



/y.xm 




/''/■frtt*-' /tf//- .¥i'hti/ 



GEOMETRIE 




.f 



» 1 



>ESCRIPTIVK . 



J'IJim. 




àratu-'/Htr Jtftfùrif . 



1 



GEOMETRIE 




3i 



iSCïOPTIVE 



JV.J3IK 




(fnmf par Moixy . 



GEOMETRIE 1 



y 



il* 





/ .^ 



/ 



)ESrRII»TIVE . 



JV.JA'V. 




ifrtntf' yttrr .Kt/.r^ 



GEOMETRIE 1)E 




)ESCRTPT1VE . 



Mjxn. 



yz. 




n 



n\ 



m. 



Ot\iitt' fHtr Jfor^'t/. 



vil 



GEOAÎETUll 
Problèmes //<* 







OL 



)ESCRIPTIVE 
yiiit/ri^nte partie . 



nxxm. 



\ 




^ j 

Zematirr, Or«veur ilr l Kmpefvur . .rr . 



GEOMETRIE 1 



-/hoS/è/nej* ûi^ ^ 



i 




ŒSCRIPTIVE . 



l'I.XXVUI. 



XI 



V 




y 



4. 






thtiOf'fHirJfoiji'Y. 



GEOMETRIE 




DESCRIPTIVE . 



Mjonx. 



jm 




{rr'a-t/c^HW Âf^ijy . 



i^- 



GÉOMÉTTOE 1 



J7F 




ESCRIPTIVE . 



MIZZ. 




fh'aoé f»af Aforei/ 



GEOMETRIE 




DESCRIPTIVE . 



/'lAUI. 



xnr. 







__ — — -^t^^"" — —'-^<' " 



o 



J 



(h-imo pm-'Mthtx/ 



GEOME TRIE 






/ / 



\ 



I y' ' ''\ y/ s s 




DESCRIPTIVE . 



m xxxii 



— —-./'' 




\ 



\ 



\ 






>V ' 



À 



/ 



.1 

•I 
< 



rtv 



./" f 

1 

\ 

\ / 

\1 



y 



y 



/ 



\ 



\ 



'M 



"\ 



H .- - . 



X 









/; 






/'. 



///l'^ 



/ 



/ 



/ 



/ 



/ 



y 



^ "■ \ 



\ 



tp/ ttth "'/M/ • Utu'.iy 



GEOMETRIE ] 



X 



0' 

— p- 



m' 



/ 



/ 









/\ 

/ \ 

i 

I 
/ 

Y/ 



.y 



.• i 



/ 









' À*- 



N. 



■>■ 



\ 



lESCRIPTIVE . 



TLXXXm. 



;^ 




/jyv///f'/*«r- Mtiry. 



^ 



GEOMETRIE ] 



JOŒ. 




-^-~À. 



: \ 
\ 



/?- 



LJîL 



\ .^ 






c\ 



\ ; 



\ i 
\\ 
i! 



n 






itt- 






/ 



\ 



ESCRIPTIVE . 



l'ixnif' 



xxm. 




•Y- 



';'\' -* r. 



tgiT 



d'vftH'' yti/' Jfi'.: •// 



